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Bei einer genaueren Analyse der beiden Gln. (8.159) und (8.161) stellt man fest, dass
die Aufteilung der Momentanleistung p(t) in die beiden Summanden fiir die bereits
betrachteten Sonderfille von Widerstand ¢, — ¢; = 0, Induktivitdt ¢, —¢; = 7/2 und
Kapazitit ¢, — ¢;=—n/2 zwar identisch ist, dass aber jeder andere mogliche Phasenun-
terschied zwischen Strom und Spannung zu einer unterschiedlichen Aufteilung fiihrt.
Die beiden zeitabhédngigen Summanden in den genannten Gleichungen besitzen zwar
gleiche Amplituden, die Phasen sind aber unterschiedlich.

Bevor wir die Frage ndher untersuchen, welcher der beiden Ausdriicke die an einem
Widerstand in Warme umgesetzte Leistung zu jedem Zeitpunkt richtig beschreibt,
stellen wir die beiden Gleichungen noch einmal gemeinsam dar. Mit den in den Gln.
(8.162) und (8.163) definierten Begriffen gelten die Beziehungen

B [1+cos(2wt+2<pu)] . sin (20t +2¢,)

t)= x .
p() [1+cos(2a)t+2<pi)} sin (20t +2¢;)

(8.164)
Die weitere Untersuchung fithren wir an einem konkreten Beispiel durch. Fiir die in
» Abb. 8.65 dargestellte Reihenschaltung aus einem Widerstand R und einer Induktivitat
L sind bereits alle bendtigten Zusammenhédnge in Beispiel 8.2 abgeleitet. Wir wahlen
das Impedanzverhéltnis wL/R = J3 und erhalten mit Gl. (8.53) eine Phasenverschie-
bung zwischen Strom und Spannung von ¢, — ¢, = arctan+/3 = /3 bzw. 60°. Mit einer
angenommenen Spannungsamplitude =2V und einem Widerstand R = 1Q stellt sich
nach Gl. (8.53) eine Stromamplitude i =1A ein. Die zugehérigen zeitabhiingigen Ver-
ldufe sind in Abb. 8.65 dargestellt.

2
i(t) R u(t)
o i(r)
1
l p(1)
u(t) L
’ J
O
-1
-2
0 /2 T 3r/2 2

—» 0t+Q,

Abbildung 8.65: Signalverlaufe an einer R/-Reihenschaltung bei Wechselspannung

Fiir die zeitabhédngige Leistung am Widerstand muss gelten

(H.3)

pr(t)=1*(t)-R=1W-cos’ (ot +¢;) = %W[1+cos(2wt+2goi)] . (8.165)
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Mit P=(2V/~2)-(1A/~2) cos(n/3)=1/2W ist der erste Ausdruck in der unteren
Zeile der Gl. (8.164) identisch zur GI. (8.165). Dieser beschreibt somit richtig die zeit-
abhdngigen Verluste im Widerstand. Der entsprechende Ausdruck in der oberen Zeile
ist demgegeniiber um 2(p, — ¢;) = 27/3 in der Phase verschoben. Wie lésst sich dieser
Sachverhalt nun verstehen? Betrachten wir dazu das Zeigerdiagramm in »Abb. 8.66,
in dem der Strom zum Zeitpunkt { = 0 mit einem beliebigen Phasenwinkel ¢; und die
Spannung zum gleichen Zeitpunkt um 7/3 voreilend dargestellt sind. In der betrachte-
ten Reihenschaltung werden beide Komponenten vom gleichen Strom durchflossen.
Am Widerstand ist die Spannung up in Phase mit dem Strom und an der Induktivitat
ist die Spannung u; um 72/2 voreilend. Wir miissen also die Spannung u(t) zerlegen in
die beiden senkrecht aufeinanderstehenden Komponenten uy mit der Zeigerldnge
ucos ((pu - <pi) und u; mit der Zeigerldnge Gisin ((pu - (pi) :

u(t)=tcos(wt+¢,)=tcos(p, —¢,) cos(wt+p;)+isin(p, —¢;) cos(a}t+<pi+%)
=ticos(p, —¢;) cos(wt+p,)—isin(p, —¢,) sin(wt+¢;) =u, (t)+u, (). (8.166)

Das Produkt dieser beiden Komponenten mit dem Strom (8.147) ist identisch zu der
unteren Zeile in Gl. (8.164). Wir kénnen also feststellen, dass die Zerlegung der
Momentanleistung in die beiden Anteile, in denen die zeitabhédngigen Funktionen die
Phasenverschiebung des Stromes ¢; im Argument enthalten, auch die Aufteilung der
Eingangsleistung auf die beiden Komponenten Widerstand und Induktivitdt bei der
Reihenschaltung zu jedem Zeitpunkt richtig wiedergibt. Diese Aufteilung der Momen-
tanleistung ist ebenfalls in der Abb. 8.66 dargestellt. Ein Vergleich der Abb. 8.65 und
8.66 zeigt, dass der Maximalwert der am Widerstand entstehenden Verluste pj(t) zeit-
gleich mit dem Maximalwert des Stromes auftritt.

2 T
p)
usin (@, —¢;) 1 pr(®) /
N N/
A /
p.(®)
-1
|
icos(p, —@,)
-2
0 /2 T 3r/2 2

—» wt+Q,

Abbildung 8.66: Zeigerdiagramm und Aufteilung der Momentanleistung fir die A/-Reihenschaltung
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Damit ist es auch naheliegend zu vermuten, dass die obere Zeile in Gl. (8.164) die Ver-
héltnisse bei der Parallelschaltung richtig beschreibt. Wir tiberpriifen das, indem wir
die bisherige Reihenschaltung bei der gleichen Frequenz durch eine dquivalente Par-
allelschaltung aus einem Widerstand und einer Induktivitédt entsprechend den Bezie-
hungen in Abb. 8.18 ersetzen. Strom und Spannung an den Eingangsklemmen nach
Gl. (8.147) und auch die Leistung p(f) sind damit unverdndert gegeniiber dem bisher
betrachteten Fall. Da jetzt die Spannung an beiden Komponenten gleich ist, muss der
Strom in einen Anteil ip in Phase zur Spannung und in einen um x/2 nacheilenden
Anteil i; zerlegt werden. Mit den in »Abb. 8.67 bereits angegebenen Zeigerldngen

icos(<pu - (pi) fiir ip und fsin(<pu - (pi) fiir i7, gilt die Zerlegung

i(t)= fcos(wt+ p;)= 17cos(<pu = cos(a)t+<pu)+1A'sin(<pu -9;) cos(a)t+<pu —%)

= 1?(:os(<pu -9 cos(a)t+<pu)+1A'sin(<pu —p,)sin(wt+p,) =1, (t)+1,(t), (8.167)
die mit der Spannung (8.147) multipliziert der oberen Zeile der Gl. (8.164) entspricht.
Diese Aufteilung der Momentanleistung fiir die Parallelschaltung ist ebenfalls in der
Abb. 8.67 dargestellt. In diesem Fall tritt der Maximalwert der am Widerstand entste-
henden Verluste ppy(t) zeitgleich mit dem Maximalwert der Spannung auf.

2 .
p(t)

il icos(p,—¢,) pr()

isin(p, ) \ \\
0
e o I\

~

Pu * b; ! -1

0 wl2 T 3r/2 2
—» 0+,

Abbildung 8.67: Zeigerdiagramm und Aufteilung der Momentanleistung fiir die RZ-Parallelschaltung

Besteht der Zweipol aus der Reihenschaltung eines Widerstandes mit einer Reak-
tanz, dann sind die zeitabhdngigen Verluste im Widerstand in Phase mit dem
Quadrat des Stromes. Bei der Parallelschaltung aus einem Widerstand und einer
Reaktanz sind die zeitabhéngigen Verluste im Widerstand in Phase mit dem Qua-
drat der Spannung.
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Betrachten wir noch einmal die beiden Zeigerdiagramme in den Abb. 8.66 und 8.67.
Werden alle drei Seiten des aus den Spannungen gebildeten Dreiecks in Abb. 8.66 mit
dem Faktor i /2 oder aber alle drei Seiten des aus den Strémen gebildeten Dreiecks in
Abb. 8.67 mit dem Faktor &/2 multipliziert, dann entsprechen die beiden Katheten
des jeweils neu entstehenden Dreiecks der Wirkleistung und der Blindleistung. Die

Hypotenuse
S=UI=P*+Q* (8.168)

wird als Scheinleistung S bezeichnet. Sie entspricht dem Produkt der Effektivwerte von
Spannung und Strom ohne Beriicksichtigung des Leistungsfaktors. Die Bezeichnung
Scheinleistung hédngt damit zusammen, dass sie keine Leistung im physikalischen
Sinne darstellt, da Strom und Spannung zu verschiedenen Zeitpunkten auftreten.

Mit dieser Definition kann der Leistungsfaktor auch aus dem Verhiltnis von Wirkleis-
tung zu Scheinleistung berechnet werden:

l=cos(<pu—(pi)=§ : (8.169)

Die Einheiten fiir die Leistungen P, Q und S ergeben sich immer aus dem Produkt von
[U]-[I1=V-A . Um Verwechslungen bei der Leistungsangabe auf elektrischen Geréten zu
vermeiden, werden daher vereinbarungsgemél0 die folgenden Einheiten verwendet:

Tabelle 8.5

Leistungseinheiten

Formel Einheit
Wirkleistung P=UlIcos(p,—¢;) W (Watt)
Blindleistung Q=UIsin (‘Pu = ‘Pi) VAr (Voltampere, reaktiv)
Scheinleistung S=UI= lﬁ; VA (Voltampere)
2

8.8.4 Komplexe Leistung

In den bisherigen Formeln wurden die verschiedenen Leistungen aus den zeitabhén-
gigen Strom- und Spannungsverldufen berechnet. Da bei den Wechselgréfen tiblicher-
weise mit komplexen Amplituden gerechnet wird, sei hier der Begriff der komplexen
Leistung eingefiihrt. Sind die komplexen Amplituden von Strom i und Spannung u
nach GI. (8.18) bekannt und kennzeichnet 2 * den konjugiert komplexen Wert von i ,
dann wird die komplexe Leistung definiert durch den Ausdruck

S = léi [8;8] lﬁeiwu (fej“" )* — lﬁeiwu JoTiri = e (P

2 2 2
=Ulcos(p,— ;) +jUIsin(p,—¢;) =P +iQ.

(8.170)
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Der Realteil der komplexen Leistung’ entspricht der Wirkleistung, der Imaginirteil
entspricht der Blindleistung. Nach Gl. (8.168) ist der Betrag der komplexen Leistung
gleich der Scheinleistung

S| =P +iQ= P’ +Q* =5. (8.171)

Die komplexe Leistung stellt offenbar eine RechengrdBe dar, aus der sowohl Wirk-,
Blind- als auch Scheinleistung berechnet werden kénnen.

Beispiel 8.4: Komplexe Leistung am Widerstand

Ein Strom mit der komplexen Amplitude i flieBt durch einen ohmschen Wider-
stand R. Welche Leistung wird an dem Widerstand in Warme umgewandelt?

Die Wirkleistung an R kann nach GI. (8.170) in der folgenden Weise berechnet
werden

1.+ ] (828) 1 ~~.| (E19) 1
P=Re{§}=Re{Egi*} = Re{zﬂii*} = Re{ R

A2

i

1 |a2
— }=—H|j| . (8.172)
2 2
Die Realteilbildung entfillt, da am Widerstand keine Blindleistung entsteht und
das Argument bereits reell ist. Zur Berechnung der Verluste stehen somit die bei-

den Moglichkeiten

P=1Fi|i'|Z ~RP’ bzw. P=1
2 2

=—U’ 8.173
R ( )

zur Verfiigung, in Ubereinstimmung mit der Gl. (7.13).

. J

Allgemein lédsst sich die komplexe Leistung an einer Impedanz Z bzw. an einer
Admittanz Y durch die folgenden Zusammenhénge darstellen:

1.~ (8220 1 an (E14) 1 (a2 1
S=-ui* = =Zii* = =Z|i| =ZI)==T
- 27 2777 2= - Y
- (8.174)
1.8 )
=—ug* = *U2=Y U2
2-Z =

7 Die komplexe Leistung konnte ebenso als das Produkt von der komplexen Amplitude des
Stromes mit dem konjugiert komplexen Wert der Spannungsamplitude definiert werden. Bei
der oben gewihlten Definition ergibt die induktive Blindleistung einen positiven, die kapazi-
tive Blindleistung einen negativen Imaginérteil.



8.9 Leistungsanpassung

8.9 Leistungsanpassung

In Kapitel 3.7.2 haben wir die Frage nach der maximalen Leistungsabgabe an einen
ohmschen Verbraucher (Lastwiderstand R;) in einem Gleichstromnetzwerk unter-
sucht. Wir wollen jetzt die gleiche Frage fiir den verallgemeinerten Fall beantworten,
bei dem der Verbraucher mit einer Impedanz Z, = R, +jX, an eine Wechselspan-
nungsquelle u(t)=tcos(wt) mit einer Innenimpedanz Z, = R, +jX; angeschlossen
ist. Das zugrunde liegende Schaltbild mit den komplexen Amplituden ist in »Abb.
8.68 dargestellt.

©

Abbildung 8.68: Zur Berechnung der maximalen Wirkleistung am Lastwiderstand

Wir wollen dabei zwei unterschiedliche Falle betrachten, bei denen sich jeweils maxi-
male Wirkleistung an R; einstellen soll. Im ersten Fall wird angenommen, dass bei der
Lastimpedanz sowohl R; als auch Xj einstellbar sind, beim zweiten Fall besteht der
Verbraucher nur aus einem verdnderbaren Wirkwiderstand R; und es gilt X; = 0.

Mit der komplexen Amplitude fiir den Strom

A

UO
(8.175)
R +R, +j(X,+X,)

i:

kann die Wirkleistung an R; nach Gl. (8.173) berechnet werden:

2

PLzzHL i

R,

- ~. (8.176)
(R+R,) +(X,+X,)

A2
_o
2

Diese Leistung soll fiir die beiden zu betrachtenden Fille einen Maximalwert anneh-
men.
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8.9.1 Lastimpedanz mit einstellbarem Wirk- und Blindwiderstand

Die Bedingung fiir X; ist ohne Rechnung aus der Gleichung ablesbar. Die Leistung
wird maximal, wenn der Nenner in Gl. (8.176) minimal wird, d.h., es muss gelten:8

X, =X, . (8.177)

Die beiden Blindwiderstdnde miissen sich gegenseitig kompensieren. Wir haben hier
die gleiche Situation wie bei dem Serienschwingkreis in Kapitel 8.5.1, der bei seiner
Resonanzfrequenz betrieben wird (Vorsicht: An der Innenimpedanz der Quelle und
am Verbraucher kann Spannungsiiberhohung auftreten).

Fiir die weitere Betrachtung reduziert sich das Netzwerk auf die ohmschen Wider-
stdnde. Die Forderung, dass der verbleibende Ausdruck
~ 2
p=to R (8.178)
2 (R;+R,)
abhingig von R; maximal werden soll, fiihrt in Ubereinstimmung mit der Ableitung
bei den Gleichstromnetzwerken wieder auf die Bedingung

BL = Hi . (8.179)
Aus der Zusammenfassung der beiden Gleichungen (8.177) und (8.179) folgt

iy =107 (8.180)

Eine Wechselspannungsquelle mit der Innenimpedanz Z. =R, +jX; gibt die
maximale Wirkleistung an einen Verbraucher ab, wenn dessen Impedanz Z,
dem konjugiert komplexen Wert der Innenimpedanz Z, = Z* entspricht.

Die am Ausgang verfiighare Wirkleistung betrdgt dann mit Gl. (8.176):

A~ 2 2
_u 1 U

P, =—>— . (8.181)
2 4R, 4R,

Diese Beziehung hat den gleichen Aufbau wie bei den Gleichstromnetzwerken, wobei
jetzt allerdings U, den Effektivwert der Quellenspannung bezeichnet. Der Wirkungsgrad
betrdgt in diesem Arbeitspunkt wieder 50 %, d.h., die verbrauchte Leistung am Innen-
widerstand R; ist genauso grof wie die abgegebene Leistung am Lastwiderstand R;.

Wird der Lastwiderstand in dem mdglichen Wertebereich 0< R; <« variiert, dann
dndern sich auch die Ausgangsleistung und der Wirkungsgrad, und zwar auf die gleiche
Weise, wie es bei den Gleichstromnetzwerken in den Abb. 3.32 und 3.34 dargestellt ist.

8 Der mathematisch exakte Beweis ldsst sich erbringen, wenn aus der Forderung dP,/dX, =0
der Wert X; bestimmt wird und die zweite Ableitung fiir diesen Wert kleiner null wird
d?p,/dx,?<o.
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8.9.2 Reiner Wirkwiderstand als Verbraucher

Der bisherigen Rechnung soll jetzt der Fall gegeniibergestellt werden, dass der Ver-
braucher ausschlieBlich aus einem Wirkwiderstand besteht. Die maximale Wirkleis-
tung in Abhéngigkeit von dem Lastwiderstand Z, = R, erhdlt man aus der Forderung
nach dem Verschwinden der ersten Ableitung

(8.176) {32 !
dp, ey h, d RLZ =0. (8.182)
dR, 2 dR, (HI+HL) +X,?
Die Ausfiihrung der Differentiation liefert die Beziehung
2
R +R,) +X,>-2R,(R,+R,) !
(R+F,) +X, At > L)=0, (8.183)
[(RI. +R,) +Xi2]
in der der Zidhler verschwinden muss:
(R,+R,)"+X,2~2R, (R +R,)=R*~R}’+ X,*=0. (8.184)

Fiir den hier betrachteten Fall X; = 0 erhalten wir aus der Forderung (8.184) das Ergeb-

nis®

Z,=R, =\]RiZ+XiZ =|Z,~| . (8.185)

Eine Wechselspannungsquelle mit der Innenimpedanz Z. =R, +jX, gibt die
maximale Leistung an einen ohmschen Widerstand R; ab, wenn dieser einen
Wert aufweist, der dem Betrag der Quellenimpedanz |g ‘.| gleich ist.

Die am Lastwiderstand verfiilghare Wirkleistung erhélt man, wenn der Wert (8.185) in
die GI. (8.176) eingesetzt wird:
i, 1 U, 1
Pope =2 =—0 . (8.186)
4 R+R*+X,> 2 R+ R*+X}

Dieser Wert ist geringer als bei der konjugiert komplexen Anpassung, und zwar umso
mehr, je groBler der Blindwiderstand X; wird. Bei X; = 0 sind die beiden Ergebnisse
(8.180) und (8.185) identisch.

9 Um zu iiberpriifen, ob es sich bei dem Ergebnis wirklich um ein Maximum handelt, muss die
nochmalige Ableitung der Gl. (8.183) fiir den berechneten Lastwiderstand negativ sein. Diese
Kontrolle sei dem Leser iiberlassen.
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Beispiel 8.5: Wirkleistungsanpassung

Eine Wechselspannungsquelle besitzt bei der eingestellten Frequenz eine Impe-
danz Z, =50Q+j20Q . Welche Impedanz muss der Verbraucher haben, um aus
der Quelle maximale Wirkleistung entnehmen zu kénnen?

Bei einer Anpassung mit konjugiert komplexer Quellenimpedanz muss die posi-
tive Reaktanz der Quelle nach Gl. (8.177) mit einer negativen Reaktanz des Ver-
brauchers kompensiert werden. Die Last besteht also aus der Reihenschaltung von
einem ohmschen Widerstand R; = 50Q nach Gl. (8.179) und einer Kapazitit, die
bei der gleichen Frequenz den betragsméBig gleichen Blindwiderstand aufweist.

Besteht die Last lediglich aus einem angepassten ohmschen Widerstand, dann
muss dieser nach Gl. (8.185) den Wert R, =|§i| aufweisen. Die beiden unter-
schiedlichen Verbraucher sind in der »Abb. 8.69 eingetragen.

50Q wL=20Q i

;
! ! R, =50Q

i @luo cos(wr) ! [] R, =5385Q
| | e _—200

| : oC

i ' o
____________________ Z, :Z,‘* R, = Zi

Abbildung 8.69: Zahlenbeispiel zur Wirkleistungsanpassung

- )

8.9.3 Fehlanpassung

In diesem Abschnitt wollen wir die Frage untersuchen, welcher Anteil der von der
Quelle zur Verfiigung gestellten Wirkleistung am Verbraucher ankommt, wenn dessen
Impedanz von dem in GI. (8.180) angegebenen optimalen Wert abweicht. Fiir das Ver-
héltnis der Leistung am Verbraucher nach Gl. (8.176) zur verfiigbaren Leistung nach
Gl. (8.181) gilt zunédchst

P, 4RR,

= . 8.187
Pose (R +R) +(X,+X,) ( )
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Durch elementare Umformungen kénnen wir diese Gleichung auch in der folgenden
Form schreiben:

P
R, —2R,R, [2%—1)+(X,.+XL)Z =-R?. (8.188)
L

Nach Hinzufiigen der quadratischen Erginzung und Division durch R/ erhalten wir

2 2
P X, +X, p._(P
By (o B || [ Xt X)) Z g P | Buax ) (8.189)
R. P R, P, P,

die Gleichung

1 1

Diese besitzt aber die Form der bekannten Kreisgleichung (x-x,)? + (y-y)? = r* mit
dem Kreismittelpunkt bei x;;, y); und dem Kreisradius r. Mit der Achsenfestlegung

X, +X
X=— und y="Lt—"r
R, R.

1 1

(8.190)

gelten die Zusammenhédnge

P. P..[P
Xy = 2%—1, vy =0 und r= 4%(%—1) . (8.191)
L L L

Die Abb. »8.70 zeigt die Auswertung dieser Gleichung.

- ™
N (@A
o5 \i 0,98/% Pm:X /

-1,0

)

0,8

-1,5

N

0 0,5 1,5 2 2,5 3

— R, /R,
Abbildung 8.70: Ortskurven fiir konstante Leistungsverhéaltnisse P;/Py,.x

Alle Punkte auf einem Kreis liefern das gleiche Leistungsverhiltnis P;/P,,,. Bei Leis-
tungsanpassung P; = P, schrumpft der Kreis wegen r =0 zu einem Punkt an der
Stelle x = xj,= 1, d.h. R; = R; und y = yy; = 0, d.h. X; = -X;. Diese Aussage entspricht
der bereits aufgestellten Forderung fiir die Leistungsanpassung in Gl. (8.180).
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