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3.5 Diffusives Gleichgewicht und chemisches Potential

3.5 Diffusives Gleichgewicht und chemisches Potential

Wenn zwei Systeme im thermischen Gleichgewicht sind, sind ihre Temperaturen gleich.

in beiden Systemen gleich, wenn sie im diffusiven Gleichgewicht sind?

Wir konnen das herausfinden, indem wir die gleiche Logik wie im vorhergehenden
Abschnitt anwenden. Betrachten Sie zwei Systeme A und B, die sowohl Energie als auch
Teilchen austauschen kénnen, wie in Abbildung 3.18 dargestellt. (Die Volumina der Sys-
teme konnten sich auch dandern, aber der Einfachheit halber halte ich sie fest.) Ich habe
ein System zweier wechselwirkender Gase gezeichnet, es kénnte aber genauso gut um
ein Gas gehen, das mit einer Fliissigkeit oder einem Festkorper wechselwirkt, oder auch
um zwei Festkorper, in denen Atome langsam herumwandern. Ich nehme aber an, dass
beide Systeme aus der gleichen Art Teilchen bestehen, zum Beispiel aus H,O-Molekiilen.

’ UAvNAa SA UBaNB7 SB

Abbildung 3.18: Zwei Systeme, die sowohl Energie als auch Teilchen austauschen kénnen.

Unter der Annahme, dass die Gesamtenergie und Gesamtteilchenzahl festgehalten wer-
den, ist die Gesamtentropie eine Funktion von Uy und N4. Im Gleichgewicht ist die
Gesamtentropie maximal und somit

(asgesamt) -0 und (asgesamt) -0. (3.52]
Wa Iy, INA Juu v,

(Diirfen sich die Volumina der Systeme dndern, dann gilt auch 9Sgesami/0V4 = 0.) Die
erste Bedingung besagt wiederum, dass die zwei Systeme die gleiche Temperatur haben
miissen. Die zweite Bedingung ist neu, aber v6llig analog zu der Bedingung hinsichtlich
des Volumens im letzten Abschnitt. Argumentieren wir wie dort, so kommen wir zum
Schluss, dass

9S4 0Sp
INa 0N
wobei die partiellen Ableitungen bei fester Energie und festem Volumen genommen wer-
den. Wir konnen diese Gleichung mit einem Faktor T, der Temperatur, durchmultiplizie-

ren, da die Systeme auch im thermischen Gleichgewicht sind. Es ist iiblich, noch einen
Faktor —1 hinzuzufiigen:

im Gleichgewicht , (3.53)

aS aS
-T ﬁ =-T ﬁ im Gleichgewicht . (3.54)

Die GroBe —T(dS/0N) ist den meisten von uns weniger vertraut als Temperatur oder
Druck, aber trotzdem extrem wichtig. Sie heifit chemisches Potential und wird mit u
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bezeichnet:

n= _T(W) . (3.55)
uv

Das ist die GroBe, die fiir beide Systeme die gleiche ist, wenn sie im diffusiven Gleich-
gewicht sind:
A = B im Gleichgewicht . (3.56)

Sind die zwei Systeme nicht im Gleichgewicht, dann wird das System mit dem grofBe-
ren Wert fiir S/0N dazu tendieren, Teilchen zu gewinnen, weil es auf diese Weise mehr
Entropie gewinnen wird, als das andere System verliert. Allerdings muss dieses System
wegen des Minuszeichens in Definition 3.55 den kleineren Wert fiir u haben. Unsere
Schlussfolgerung: Teilchen tendieren dazu, vom System mit h6herem p in das System
mit niedrigerem u zu flieBen (siehe Abbildung 3.19).
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Abbildung 3.19: Teilchen tendieren dazu, zu niedrigeren Werten des chemischen Potentials zu flieBen, auch wenn beide
Werte negativ sind.

Es ist nicht schwer, die thermodynamische Identitdt auf Prozesse zu verallgemeinern,
bei denen sich N dndert. Andern wir U um dU, V um dV und N um dN, dann betrédgt
nach der Logik des vorangegangenen Abschnitts die Gesamtdnderung der Entropie

5= (a),, 20 (o), 2 (i), 2
=%dU+§dV—%dN. (3.57)
Losen wir wie vorher nach d U auf, so erhalten wir
dU=TdS—-PdV + pndN. (3.58)

Genauso wie der Ausdruck —PdV normalerweise mit mechanischer Arbeit assoziiert
wird, wird der u d N-Term manchmal als ,,chemische Arbeit“ bezeichnet.

Diese verallgemeinerte thermodynamische Identitét ist eine groBartige Weise, sich die
verschiedenen partiellen Ableitungen, die auf T, P und u fithren, zu merken und andere
dhnliche Formeln zu erzeugen. Beachten Sie, dass sich in dieser Gleichung vier GroBen
dndern: U, S, V und N. Stellen Sie sich nun einfach einen Prozess vor, in dem davon
zwei beliebige festgehalten werden. In einem Prozess bei festem U und V erhalten wir
beispielsweise

0=TdS+ ndN, das heilt, nw=-T ﬁ . (3.59)
ON ) v



3.5 Diffusives Gleichgewicht und chemisches Potential

Ahnlich bei festem Sund V:

dU = undN, das heilit, n= (g—g) . (3.60)
A%

Dieses letzte Ergebnis ist eine weitere niitzliche Formel fiir das chemische Potential. Es
besagt direkt, dass u die Einheit einer Energie hat; genauer gesagt, ist 4 der Betrag, um
den sich die Energie eines Systems dndert, wenn Sie ein Teilchen hinzufiigen und dabei
Entropie und Volumen festhalten. Normalerweise miissen Sie etwas Energie entfernen,
wenn Sie ein Teilchen hinzufiigen und dabei die Entropie (oder Vielfachheit) festhalten
wollen. Somit ist u negativ. Wenn Sie aber dem Teilchen eine potentielle Energie geben
miissen (Gravitationsenergie, wenn das System auf einer Bergspitze lebt, oder chemische
Energie, wenn es sich um einen festen Kristall handelt), damit es in das System hinein-
gelangen kann, so trdgt diese Energie auch zu p bei. In Kapitel 7 werden wir ein Beispiel
kennenlernen, wo Sie einem Teilchen kinetische Energie geben miissen, nur damit es in
das System hineinkommt.

Schauen wir uns jetzt ein paar Beispiele an. Betrachten Sie zunéchst einen sehr klei-
nen Einstein-Festkorper aus drei Oszillatoren und mit drei Energieeinheiten. Die Viel-
fachheit ist 10, somit ist die Entropie k1n 10. Stellen Sie sich nun vor, dass wir einen
weiteren Oszillator hinzufiigen (stellen Sie sich jeden Oszillator als ein ,, Teilchen vor).
Lassen wir alle drei Energieeinheiten im System, erh6ht sich die Vielfachheit auf 20 und
die Entropie somit auf kIln20. Umn die Entropie konstant zu halten, miissen wir eine
Energieeinheit entfernen, wie in Abbildung 3.20 dargestellt. Somit lautet das chemische

Potential dieses Systems
_ (A_U) T __ 3.61)
F=\an s 1 < (5.
wenn ¢ die GroBe einer Energieeinheit ist. (Weil die Hinzufligung eines Teilchens bei
einem so kleinen System keine infinitesimale Anderung ist, sollte dieses Beispiel nicht
ganz wortlich genommen werden. Ganz genau genommen ist die Ableitung dU/dN nicht
wohldefiniert. Nebenbei bemerkt wiirde das Hinzufiigen eines Atoms in einem echten
kristallinen Festkorper die Hinzufligung von drei (nicht nur einem) Oszillatoren bedin-
gen. Wir miissten auch etwas negative potentielle Energie hinzufiigen, um die chemi-
schen Verbindungen um das hinzugefiigte Atom herum zu erzeugen.)

N=3¢=3 Q=10 N=4,4¢=2 Q=10

Abbildung 3.20: Um diesem sehr kleinen Einstein-Festkorper einen Oszillator (dargestellt durch eine kleine Box) bei
konstanter Entropie (oder Vielfachheit) hinzuzufiigen, miissen wir eine Energieeinheit (dargestellt durch einen Punkt)
entfernen.

Als ein realistischeres Beispiel konnen wir u fiir ein monoatomares ideales Gas berech-
nen. An dieser Stelle brauchen wir die volle Sackur-Tetrode-Gleichung (2.49) fir die

Entropie:
_ 4ymU \3/2 52 D
S= Nk[ln(V(W) ) ~InN* 4 2 (3.62)
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Ableiten nach N gibt
_ 4ymU \3/2 52 . D 51
M_—T{k[ln(v( ) )—mN + o[- NS
B V (4ymU\2
- _mn[ﬁ( 3Nh?2 ) ]

V / 2ymkT\3/2
:—len[N( sy ] (3.63)

(In der letzten Zeile habe ich die Beziehung U = %NkT verwendet.) Bei Raumtemperatur
und normalem Luftdruck betrégt das Volumen pro Molekiil V/N gerade 4,2:10726 m3,
wihrend die GréBe (h2/2ymkT)%? viel kleiner ist. Fiir Helium lautet diese GroBe
1,3-10731m3, somit ist das Argument des Logarithmus 3,3-10° und der Logarithmus
selbst 12,7. Das chemische Potential ist dann

uw=-—0,32eV fiir Helium bei 300 K, 10° N/m?. (3.64)

Wird die Konzentration bei fester Temperatur erhéht, so wird 4 weniger negativ, was
anzeigt, dass das Gas bereitwilliger ist, Teilchen an andere Systeme in der Ndhe abzu-
geben. Ganz allgemein erh6ht sich das chemische Potential immer, wenn die Teilchen-
dichte in einem System zunimmt.

Im ganzen Abschnitt habe ich stillschweigend angenommen, dass jedes System genau
eine Sorte von Teilchen beinhaltet. Stecken verschiedene Teilchensorten in einem Sys-
tem, so hat jede Sorte ihr eigenes chemisches Potential:

S aS
U1 = —T(—) , Wy = —T(—) , (3.65)
N Jyvn, N2 Sy v

und so fort fiir jede Sorte 1, 2,.... Die verallgemeinerte thermodynamische Identitét
lautet dann
dU=TdS-PdV+ ) udN;, (3.66)
1
wobei die Summe tiber alle Sorten i = 1, 2, ... lduft. Wenn zwei Systeme im diffusiven
Gleichgewicht sind, miissen die chemischen Potentiale separat gleich sein: u;4 = u1p,
24 = pzp und so weiter; dabei sind A und B die beiden Systeme.

Das chemische Potential ist ein zentrales Konzept beim Studium des Gleichgewichts in
chemischen Reaktionen und Phasenumwandlungen. Es spielt auch in der ,,Quantensta-
tistik“ eine zentrale Rolle, dem Studium exotischer dichter Gase und anderer verwandter
Systeme. Wir werden es in den Kapiteln 5 und 7 haufig verwenden.

Ein weiterer Kommentar: Ich sollte erwdhnen, dass Chemiker das chemische Potential
tiblicherweise aufs Mol bezogen definieren, nicht in Bezug auf einzelne Teilchen:

B aS

MChemie = _T(a)(] v s (3.67]
wobei n = N/Nj die Molanzahl der jeweiligen Teilchensorte ist. Das bedeutet, dass ihre
chemischen Potentiale immer um einen Faktor Ny, der Avogadro-Zahl, gréfer sind. Um
diesen Abschnitt in die Konventionen der Chemie zu {ibersetzen, dndern Sie jedes N
zu einem n, auBer in den Beispielen in den Gleichungen von 3.61 bis 3.64, wo jeder
Ausdruck fiir © mit Ny multipliziert werden sollte.



3.6 Zusammenfassung und ein Ausblick

Aufgabe 3.35 Im Text habe ich gezeigt, dass im Falle eines Einstein-Festkorpers mit drei
Oszillatoren und drei Energieeinheiten das chemische Potential u = —e ist. (Dabei ist
€ die GroBe einer Energieeinheit; wir behandeln jeden Oszillator als ein ,,Teilchen®.)
Nehmen Sie nun stattdessen an, dass der Festkorper drei Oszillatoren und vier Ener-
gieeinheiten hat. Wie verhélt sich das chemische Potential dann zu €? (Versuchen Sie
nicht, einen richtigen Zahlenwert fiir das chemische Potential zu erhalten; erkldren Sie
lediglich, ob es groBer oder kleiner als ¢ ist.)

Aufgabe 3.36 Betrachten Sie einen Einstein-Festkorper, bei dem N und q beide sehr viel
grofer als 1 sind. Stellen Sie sich jeden Oszillator als ein einzelnes ,, Teilchen® vor.

(a) Zeigen Sie, dass
_ N+q

(b) Diskutieren Sie dieses Ergebnis in den Grenzfillen N 3> g und N « q und konzen-
trieren Sie sich dabei auf die Frage, um wie viel S zunimmt, wenn ein weiteres Teil-
chen, dass keine Energie hat, zum System hinzugefiigt wird. Macht der Ausdruck
intuitiv Sinn?

Aufgabe 3.37 Betrachten Sie ein monoatomares ideales Gas, das auf einer Hohe z tiber

dem Meeresspiegel lebt, sodass jedes Molekiil zusétzlich zu seiner kinetischen Energie

eine potentielle Energie mgz aufweist.

(a) Zeigen Sie, dass das chemische Potential den Wert annimmt, den es auf Meereshéhe
hitte, plus einen zusétzlichen Term mgz:

V /2ymkT\3/2
u(z) = _len[N<T) ] + mgz.
(Sie konnen dieses Ergebnis entweder aus der Definition u = —T(dS/dN)y v oder der

Formel u = (dU/dN)g,v herleiten.)

(b) Angenommen, Sie haben zweimal ein Heliumgas, das eine auf Meereshohe, das
andere auf Hohe z, jeweils mit der gleichen Temperatur und dem gleichen Volumen.
Zeigen Sie unter der Annahme, dass sie im diffusiven Gleichgewicht sind, dass die
Anzahl der Molekiile im oberen Gas gleich

N(Z] — N(O]e—mgz/kT

ist, in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis von Aufgabe 1.16.

Aufgabe 3.38 Angenommen, Sie haben ein Gemisch von Gasen (wie zum Beispiel Luft,
die ein Gemisch aus Stickstoff und Sauerstoff ist). Der Molenbruch x; einer Sorte i ist als
der Bruchteil aller Molekiile definiert, die zu dieser Sorte gehéren: x; = N;/Ngesamt. Der
Partialdruck P; von Sorte i ist dann als der korrespondierende Bruchteil des Gesamt-
drucks definiert: P; = x;P. Angenommen, die Gasmischung sei ideal: Begriinden Sie,
dass das chemische Potential u; von Sorte i in diesem System dasselbe ist, als wenn
die anderen Gase bei einem festen Partialdruck P; nicht vorhanden wéren.

3.6 Zusammenfassung und ein Ausblick

Dieses Kapitel beschlieft unsere Behandlung der Grundprinzipien der Physik der
Wirme. Das grundlegendste Prinzip ist der zweite Hauptsatz: Entropie nimmt zu. Die-
ser Hauptsatz bestimmt die Tendenz von Systemen, Energie, Volumen und Teilchen

139
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Art der Wechselwirkung  Ausgetauschte GroBe  Steuernde GroBe Ausdruck

1 as
thermisch Energie Temperatur 7= (W)V,N

P as
mechanisch Volumen Druck -=|=

T vV Jun

T . . . 7 a5

diffusiv Teilchen chemisches Potential = = —( —

T aN Jy v

Tabelle 3.3: Zusammenfassung der drei Arten von Wechselwirkungen, die in diesem Kapitel betrachtet werden, sowie
der zugehdrigen Variablen und partiellen Ableitungen.

auszutauschen. Daher sind die Ableitungen der Entropie nach diesen drei Gr6en von
groBem Interesse und relativ leicht zu messen. Tabelle 3.3 fasst die drei Arten von
Wechselwirkungen und die zugehorigen Ableitungen der Entropie zusammen. Die
drei Ausdriicke mit partiellen Ableitungen sind in der thermodynamischen Identitét
praktisch zusammengefasst:

dU =TdS—PdV + pdN. (3.68)

Diese Konzepte und Prinzipien bilden die Grundlage dessen, was man klassische Ther-
modynamik nennt: die Untersuchung von Systemen, die aus einer grofen Anzahl von
Teilchen bestehen, aufbauend auf allgemeinen Gesetzen, die nicht vom detaillierten
mikroskopischen Verhalten dieser Teilchen abhédngen. Die Ausdriicke, die hier auftau-
chen, gelten fiir jedes groBe System, dessen Makrozustand durch die Variablen U, V
und N bestimmt wird; diese Formeln kénnen unschwer auf andere grofe Systeme ver-
allgemeinert werden.

Zusétzlich zu diesen sehr allgemeinen Konzepten haben wir auch mit drei spezifischen
Modellsystemen gearbeitet: dem Paramagneten mit zwei Zustdnden, dem Einstein-Fest-
korper und dem monoatomaren idealen Gas. Fiir jedes dieser Systeme haben wir die
Gesetze der mikroskopischen Physik verwendet, um explizite Ausdriicke fiir die Viel-
fachheit und die Entropie zu finden, und daraus Warmekapazitdten und eine Vielzahl
anderer Messgrofen berechnet. Die Prozedur, mikroskopische Modelle zur Herleitung
solcher Vorhersagen zu verwenden, nennt man statistische Mechanik.

Der Rest dieses Buchs lotet nun weitere Anwendungen der Physik der Warme aus.
Kapitel 4 und 5 wenden die allgemeinen Gesetze der klassischen Thermodynamik auf
eine Vielzahl von in der Praxis relevanten Systemen in den Ingenieurwissenschaften,
der Chemie und verwandten Disziplinen an. Kapitel 6, 7 und 8 kehren dann zur statis-
tischen Mechanik zuriick; wir fithren raffiniertere mikroskopische Modelle und die zur
Herleitung von Vorhersagen notwendigen mathematischen Werkzeuge ein.

Aufgabe 3.39 In Aufgabe 2.32 haben Sie die Entropie eines idealen monoatomaren Gases
berechnet, das in einem zweidimensionalen Universum lebt. Leiten Sie partiell nach
U, A und N ab, um die Temperatur, den Druck und das chemische Potential dieses
Gases zu bestimmen. (In zwei Dimensionen ist der Druck als die Kraft pro Einheitsldnge
definiert.) Vereinfachen Sie Ihre Ergebnisse so weit wie moglich und erklédren Sie, ob sie
Sinn machen.



3.6 Zusammenfassung und ein Ausblick

Oft war ich bei Zusammenkiinften von Menschen, die nach den Standards

der traditionellen Kultur als hochgebildet gelten und mit groflem Gusto ihrer
Ungldubigkeit angesichts der Kulturlosigkeit der Naturwissenschaftler Ausdruck
verliehen. Das eine oder andere Mal fiihlte ich mich provoziert und fragte die
Runde, wie viele von ihnen den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
beschreiben kénnten. Die Antwort war kalt und verneinend. Dabei hatte ich etwas
gefragt, was in etwa das naturwissenschaftliche Aquivalent zu ,,Haben Sie ein Werk
von Shakespeare gelesen? darstellt.

—C. P. Snow, The Two Cultures
(Cambridge University Press, Cambridge, 1959).
Nachdruck mit freundlicher Erlaubnis von
Cambridge University Press.

141






Warmekraftmaschinen
und Kaltemaschinen

Warmekraftmaschinen
Kéaltemaschinen

Reale Warmekraftmaschinen
Echte Kaltemaschinen

UBERBLICK




Warmekraftmaschinen und Kaltemaschinen

144

4.1 Warmekraftmaschinen

Eine Warmekraftmaschine ist jedes Gerdt, das Wiarme absorbiert und teilweise in Arbeit
umwandelt. Ein wichtiges Beispiel ist die Dampfturbine, die heutzutage in den meis-
ten Kraftwerken zur Erzeugung von Elektrizitdt verwendet wird. Der vertraute Verbren-
nungsmotor im Auto absorbiert nicht wirklich Wérme, aber wir kénnen so tun, als kdme
die Wiarmeenergie von aulen anstatt von innen, und ihn ebenso als Warmekraftmaschine
behandeln.

Leider kann nur ein Teil der Energie, die als Warme absorbiert wird, durch eine Warme-
kraftmaschine in Arbeit verwandelt werden. Der Grund dafir ist, dass die Warme beim
ZuflieBen Entropie mitbringt, die wir irgendwie loswerden miissen, bevor der Maschi-
nenzyklus wieder von vorne anfangen kann. Um die Entropie loszuwerden, muss jede
Warmekraftmaschine etwas Abwérme in die Umwelt loswerden. Die von der Maschine
produzierte Arbeit ist die Differenz zwischen der absorbierten Warme und der ausgesto-
Benen Abwéirme.

Mein Ziel in diesem Abschnitt ist, diese Ideen prizise zu machen und zu bestimmen,
wie viel von der durch die Maschine absorbierten Warme exakt in Arbeit verwandelt
werden kann. Erstaunlicherweise konnen wir eine ganze Menge sagen, ohne irgendetwas
davon zu wissen, wie die Maschine tatsachlich arbeitet.

heifles Reservoir, 7T},

Qn

|

Maschine - |}

|

Qc

kaltes Reservoir, T¢

Abbildung 4.1: Das Energieflussdiagramm fiir eine Warmekraftmaschine. Energie wird als Warme aus dem heiBen
Reservoir zugefiihrt und verlasst die Maschine zum kalten Reservoir.

Abbildung 4.1 stellt den Energiefluss in eine Warmekraftmaschine hinein und aus ihr
heraus dar. Die von der Maschine absorbierte Warme kommt von einem Ort, der das
heiBle Reservoir genannt wird, wiahrend die Abwérme in das kalte Reservoir flieSt. Die
Temperaturen dieser Reservoirs, Ty und T, werden als fest angenommen. (Im Allge-
meinen ist alles, das so groB ist, dass sich seine Temperatur nicht merklich dndert, wenn
Warme zu- oder abflief3t, in der Thermodynamik ein Reservoir. Bei einer Dampfmaschine
ist das heille Reservoir der Ort, wo der Treibstoff verbrannt wird; das kalte Reservoir ist
die benachbarte Umgebung.) Ich werde das Symbol @y, fiir die aus dem heillen Reservoir
in einem vorgegebenen Zeitraum absorbierte Warme verwenden. . bezeichnet die ans
kalte Reservoir abgegebene Abwérme. Die von der Maschine in dem Zeitraum verrichtete
Nettoarbeit werden wir W nennen. Alle drei Symbole werden fiir positive Gréfen ste-
hen; in diesem Kapitel weiche ich von meiner fritheren Konvention fiir die Vorzeichen
von Wirme und Arbeit ab.
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