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Vektorwertige Funktionen und Bewegung im Raum

Bl Bestimmen Sie eine Gleichung fiir den Kriim-
mungskreis der Kurve r(t) =ti + (sint)j im Punkt
(7/2,1). (Dies ist eine Parameterdarstellung des Gra-
phen y = sinx in der xy-Ebene.)

Die Gleichung

)= @I
[+ (7 (x))2]"2

die wir in Aufgabe 5 hergeleitet haben, driickt die
Kriimmung «(x) einer zweimal differenzierbaren ebe-
nen Kurve y = f(x) als Funktion von x aus. Berech-
nen Sie in den Aufgaben 19-22 die Kriimmungsfunk-
tion. Zeichnen Sie dann die Graphen von f(x) und x(x)
im gegebenen Intervall. Es ergeben sich einige Uberra-
schungen.

B ,-2 —2<x<2
Bl y=xi/4, -2<x<2
-y:sinx, 0<x<2m
y:ex, —-1<x<2

Computerberechnungen Untersuchen Sie in den
Aufgaben 23-30 mit einem CAS den Kriimmungskreis
der Kurve in einem Punkt P, fiir den x # 0 ist. Fiihren
Sie die folgenden Schritte aus:

a. Zeichnen Sie die Kurve (gegeben in Parameterdar-
stellung oder als Funktion) in dem angegebenen
Intervall und sehen Sie sich den Verlauf an.

b. Berechnen Sie die Kriimmung x der Kurve bei ¢,
mithilfe der passenden Gleichung aus den Aufga-
ben 5 oder 6. Verwenden Sie die Parameterdarstel-
lung x =t und y = f(¢), wenn die Kurve als Funk-
tion y = f(x) gegeben ist.
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¢. Bestimmen Sie den Hauptnormalenvektor N bei f.
Das Vorzeichen der Komponenten von N hingt
davon ab, ob der Tangentialeinheitsvektor T sich bei
t = tg im Uhrzeigersinn oder entgegen dem Uhrzei-
gersinn dreht (vgl. Aufgabe 7).

d. Essei C = ai + bj der Vektor vom Urspung zum Mit-
telpunkt (a4, b) des Kriimmungskreises. Berechnen
Sie C aus der Vektorgleichung

1
C=r(ty) + - Nilto)
( 0) K(to) ( 0)
Der Punkt P(xg, yo) auf der Kurve ist durch den
Ortsvektor r(ty) gegeben.

e. Zeichnen Sie den Graphen zu der (implizit gegebe-
nen) Gleichung (x —a)? + (y — b)? = 1/x?* des Kriim-
mungskreises; fiigen Sie dann die Kurve im gleichen
Bild hinzu. Vielleicht miissen Sie ein wenig herum-
probieren, um einen passenden Ausschnitt darzu-
stellen, der Ausschnitt sollte aber immer quadratisch
sein.

r(t) = (3cost)i + (5sint)j,
to = 7[/4

r(t) = (cos® t)i + (sin3 1),
r(t) = % + (2 - 3t)j,

0<t<2m,

OSfSZT(, t():n/4

—4<t<4 tg=3/5

<t<s5,

3t
A «)=#F-22-t)i+—j -2

to =1

r(t) = (2t —sint)i + (2 —2cost)j, 0<t <3,
to =3m/2

r(t) = (e 'cost)i+ (e 'sint)j,
tp=rm/4

y=x2—x,
y=x(1 —x)?/5,

0<t<eorn,

—2<x<5,x=1

—1<x<2,x=1/2



13.5 Tangentiale und normale Komponenten der Beschleunigung

13.5 Tangentiale und normale Komponenten der
Beschleunigung

Wenn man sich entlang einer Kurve im Raum bewegt, dann sind die kartesischen Koor-
dinaten 7, j und k nicht am besten geeignet, um die Bewegungsvektoren zu beschrei-
ben. Relevant fiir die Bewegung sind der Vektor, der die Bewegungsrichtung angibt
(der Tangentialeinheitsvektor T), die Richtung, in die die Bahn sich dreht (dargestellt
durch den Hauptnormaleneinheitsvektor N) und die Angabe, ob die Bewegung sich
aus der Ebene herausdreht, die durch diese beiden Vektoren aufgespannt wird. Dann
hat sie auch eine Komponente in Richtung eines Vektors senkrecht zu dieser Ebene.
Dieser Vektor ist der sogenannte Binormaleneinheitsvektor B = T x N. Man beschreibt
den Beschleunigungsvektor oft als Linearkombination von drei Vektoren, die in die
Richtung dieser paarweise zueinander senkrechten TN B-Vektoren zeigen. Diese TN B-
Vektoren (»Abbildung 13.23) laufen entlang der Bahn und verdndern sich mit der
Bewegung. Man nennt sie das ,begleitende Dreibein”. Driickt man die Beschleuni-
gung mit diesen Vektoren aus, so lassen sich die Eigenttimlichkeiten der Bahn und der
Bewegung gut erkennen.

P JIGIMIVRERE]  Das begleitende Dreibein besteht aus drei Vektoren, die aufeinander senkrecht stehen, und
bewegt sich entlang einer Kurve im Raum.

Das begleitende Dreibein

Der Binormaleneinheitsvektor einer Kurve im Raum ist B = T x N er ist ein Einheits-
vektor und steht senkrecht sowohl auf T als auch auf N (»Abbildung 13.24). Die drei
Vektoren T, N und B bilden zusammen ein bewegtes rechtshandiges Vektorsystem,
das oft bei der Beschreibung der Bahnen von Teilchen im Raum verwendet wird. Man
nennt es die Frenet-Formeln (nach dem franzosischen Mathematiker Jean-Frédéric Fre-
net, 1816-1900) oder das begleitende Dreibein.

Tangential- und Nomalkomponente der Beschleunigung

Wird ein Objekt beschleunigt — sei es durch die Gravitation, Bremsen oder Raketenmo-
toren — wollen wir normalerweise wissen, welcher Anteil der Beschleunigung in der
Bewegungsrichtung wirkt, also in die tangentiale Richtung T. Wir berechnen diesen
Anteil, indem wir v mit der Kettenregel umschreiben:

dr drds ds

“Tdt T dsdt o dr
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LG EWZY  Die Vektoren T, N und B bilden — in dieser Reihenfolge — ein rechtshandiges System aus drei
aufeinander senkrecht stehenden Vektoren im Raum.

Dann leiten wir die beiden dufieren Seiten dieser Gleichung nach der Zeit ab und
erhalten

,_dv_d(ds\ s dsdT
Cdt dt\"dt) drr"  dtdt
d?s ds /dT ds d?s ds ds 4T
—ﬁ”a(aa)—@”a(ma) & =N
d?s ds '\
Schreibt man den Beschleunigungsvektor als
a=arT +anN, (13.21)
dann sind
d2s d ds\? )
ar = @ = a|7]| und {ZN—K(E> —K‘U‘ (1322)
die und die der Beschleunigung.

Der Binormaleneinheitsvektor B taucht in Gleichung (13.21) nicht auf. Unabhéngig
davon, wie sehr sich die Bahn des Teilchens im Raum zu kriimmen und winden scheint,
liegt der Beschleunigungsvektor a immer in der Ebene von T und N und ist senkrecht
zu B. Der Gleichung kann man genau entnehmen, welcher Anteil der Beschleunigung
tangential zur Bewegung wirkt (d?s/d#?) und welcher senkrecht zur Bewegungsebene
steht [x(ds/dt)?] (»Abbildung 13.25).

P JIGIMIVRERE]  Die Tangential- und die Normalkomponente der Beschleunigung. Der Beschleunigungsvektor
a liegt in der Ebene von T und N, senkrecht zu B.



13.5 Tangentiale und normale Komponenten der Beschleunigung

Welche Informationen lassen sich Gleichung (13.22) entnehmen? Definitionsgemafs ist
a die Anderung der Geschwindigkeit v, und im Allgemeinen dndern sich sowohl
der Betrag als auch die Richtung von v, wenn sich ein Teilchen entlang einer Bahn
bewegt. Die Tangentialkomponente at gibt dabei die Anderungsrate der Linge von v
an (also die Anderung des Betrags der Geschwindigkeit). Die Normalkomponente der
Beschleunigung ay beschreibt die Anderung der Richtung von v.

Die (skalare) Normalkomponente der Beschleunigung ist die Kriimmung mal dem
Quadrat des Geschwindigkeitsbetrags. Damit wird klar, warum man sich festhalten
muss, wenn man in einem Auto eine scharfe Kurve (grofies x) mit hohem Tempo
(groBes |v|) durchfahrt. Verdoppelt man das Tempo des Autos, so vervierfacht sich
die Normalkomponente der Beschleunigung fiir die gleiche Kurve.

Bewegt sich ein Teilchen mit konstantem Tempo entlang eines Kreises, so ist d%s/dt?
gleich null, und die gesamte Beschleunigung zeigt entlang von N in Richtung des
Kreismittelpunkts. Wird das Teilchen schneller oder langsamer, dann hat a auch eine
Tangentialkomponente ungleich null (»Abbildung 13.26).

d’

Ivl?
KIVEN = %N

P JIGIMIVRERIY Die Tangentialkomponente und die Normalkomponente der Beschleunigung eines Teilchens,
das sich entgegen dem Uhrzeigersinn entlang einer Kreisbahn mit Radius p bewegt und dabei
schneller wird.

Wir berechnen ay normalerweise mit der Gleichung an = 4/ |u\2 — a%, die man erhilt,

wenn man die Gleichung |a|? = a - a = a4 + a%; nach ay auflést. Mit dieser Gleichung
lasst sich apy berechnen, ohne zunéchst k bestimmen zu miissen.

Formel zur Berechnung der Normalkomponente der Beschleunigung m

an = y/|a]2 — a2 (13.23)

CEHAENERE) Schreiben Sie die Beschleunigung von Tangential- und
Normalkomponente der
r(t) = (cost+tsint)i+ (sint —tcost)j, +>0 Beschleunigung

in der Form a = arT + ayN, ohne zuvor T und N berechnet zu haben. (Diese Bahn
ist die Evolvente des Kreises in »Abbildung 13.27. Vgl. hierzu auch Aufgabe 15 in
Abschnitt 13.3.)
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- =
T
a
. N P(x, y)
Q r
v
t

0 wo

x2+y?=1

Die Tangential- und Normalkomponente der Beschleunigung von r(t) = (cost + tsint)i +
(sint —tcost)jfirt > 0. Wird ein Faden, der um einen Kreis gewickelt ist, abgewickelt und
dabei gespannt in der Ebene des Kreises gehalten, so bescheibt sein Ende P eine Evolvente
(Abwicklungskurve) des Kreises.

Wir berechnen a1 mit der ersten der beiden Gleichungen (13.22):

dr
== (
= (tcost)i+ (tsint)j,

o] = \/2cos? t + Psin’ t = V2 = |t| =1, t>0
d d

ar = I v| = a(t) =1. Gleichung (13.22)

v —sint +sint + tcost)i + (cost — cost + tsint)j

Wenn at bekannt ist, lasst sich mit Gleichung (13.23) an berechnen:

a = (cost— tsint)i + (sint + tcost)j,

Nach einigen algebraischen

2 _ 42
lal” =1t +1 Berechnungen

aN = \/|“\2—a%
=/(+1) - (1) =VR =t

Mithilfe von Gleichung (13.21) kann man dann a berechnen:

a=arT+axyN = (1)T+ (t)N = T +N.

Windung (Torsion) einer Kurve

Wie verhalt sich dB/ds in Abhédngigkeit von T, N und B? Mit den Regeln zur Ableitung
eines Kreuzprodukts erhdlt man
dB  d(TxN) dT dN

B s ds NI



13.5 Tangentiale und normale Komponenten der Beschleunigung

N zeigt in die Richtung von dT/ds, daher ist (dT/ds) x N = 0, und es folgt

dB dN dN
dB/ds ist also orthogonal zu T, weil ein Kreuzprodukt immer senkrecht auf seinen

Faktoren steht.

Weil dB/ds auch senkrecht auf B steht (B hat einen konstanten Betrag), folgt daraus,
dass dB/ds senkrecht auf der Ebene steht, die von T und B aufgespannt wird. Das
bedeutet, dass dB/ds parallel zu N ist; also ist dB/ds ein skalares Vielfaches von N.
Als Gleichung geschrieben:

dB
— = —7N.
ds B
Das negative Vorzeichen beruht auf Konvention. Den Skalar T nennt man die Windung
oder Torsion einer Kurve. Es gilt
dB

E-N:—TN-N:—T(l):—T.

Mit dieser Gleichung definieren wir nun 7.

Essei B=T x N. Die oder einer glatten Kurve ist dann

dB
T=-4 N (13.24)

Im Gegensatz zu der Kriimmung «, die immer positiv ist, kann die Windung 7 positiv,
negativ oder null sein.

Binormalen-
einheitsvektor

Rektifizierende Normalebene
Ebene

Hauptnormalen-
einheitsvektor

~__

Tt Schmiegebene

einheitsvektor

LG EWE]  Die Namen der drei Ebenen, die von T, N und B bestimmt werden.

» Abbildung 13.28 zeigt die drei Ebene, die von T, N und B bestimmt werden. Die
Krimmung x = |dT/ds| kann man auch als die Geschwindigkeit interpretieren, mit
der die Normalebene sich mit der Bewegung von P entlang der Bahn dreht. Dement-
sprechend ist die Windung 7 = —(dB/ds) - N die Geschwindigkeit, mit der sich die
Schmiegebene um T dreht, wenn P sich entlang der Kurve bewegt. Die Windung gibt
an, wie sehr sich die Kurve aus der Ebene herausdreht.
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Wir betrachten nun »Abbildung 13.29. Wenn wir uns P als einen Zug vorstellen, der
auf einer kurvigen Strecke eine Steigung hinauffahrt, dann entspricht die Geschwindig-
keit, mit der die Scheinwerfer pro Streckeneinheit von einer zur anderen Seite schwen-
ken, der Kriimmung der Strecke. Die Geschwindigkeit, mit der die Lokomotive sich
aus der Ebene herausdreht, die von T und N aufgespannt wird, ist die Windung. Man
kann zeigen (wenn auch nur mit fortgeschrittener Mathematik), dass eine Kurve im
Raum dann und nur dann eine Helix ist, wenn die Kriimmung und die Windung kon-
stant und ungleich null sind.

dB
Die Windung ds
bei P ist —(dB/ds) ¢ N. 3
A
B
Die Kriimmung bei P
~ ist IdT/ds).
s nimmt zu N
—_— T
| P

s=0

P JIGIMIVRERE]  Das begleitende Dreibein bewegt sich mit einem Teilchen entlang der Bahn und beschreibt
seine Geometrie.

Formeln zur Berechnung der Bewegungsgroéf3en

Fiir die Windung gibt es eine oft verwendete Determinantengleichung, die mit hoherer
Analysis hergeleitet werden kann. Sie lautet

x ¥y z
T o alP (fiiro x a #0). (13.25)

Die Punkte in Gleichung (13.25) stehen fiir Ableitungen nach der Zeit, jeder Punkt fiir
jeweils eine Ableitung. % (,x Punkt”) bedeutet also dx/df, ¥ (,x zwei Punkt”) steht
fiir d?x/df? und ¥ (,x drei Punkt”) fiir d3x/df3. Entsprechend gilt i = dy/dt und so
weiter.

Es gibt auch eine dhnlich einfach anzuwendende Gleichung fiir die Kriimmung, die
zusammen mit anderen in der folgenden Zusammenfassung angegeben ist.



Aufgaben zum Abschnitt 13.5

Ve

Tangentialeinheitsvektor:

Hauptnormaleneinheitsvektor:
Binormaleneinheitsvektor:

Kriimmung:

Windung;:

der Beschleunigung:

Tangential- und Normalkomponente

Formeln zur Berechnung von BewegungsgréBen von Kurven im Raum

N
0|
dr/dt
= [ar/df]
B=TxN
dT |o X al
K=|—| =
ds |o]3
x oy z
dB ¥y 7
=22 . N=
ds |v x al?
a:aTT+uNN
or = o)
T
an = «x|v|* = \/|af2 —d}

Aufgaben zum Abschnitt

Berechnung von Tangential- und Normalkomponen-
ten Schreiben Sie in den Aufgaben 1 und 2 a in der
Form a = atT + anN, ohne zuvor T und N zu berech-
nen.

B (1) = (acost)i+ (asint)j + btk

r(t) = (1+3t)i + (t—2)j — 3tk

Schreiben Sie in den Aufgaben 3-6 a in der Form
a =arT + anyN fiir den angegebenen Wert von ¢, ohne
zuvor T und N zu berechnen.

B ()= (t+1)i+2tj+2k t=1

M () = (tcost)i+ (tsint)j + 2k, t=0

B () =2+ (t+(1/3)R)j+(t—(1/3))k, t=0
BA (1) = (efcost)i+ (efsint) j+2e'k, t=0
Bestimmen des begleitenden Dreibeins Berechnen
Sie in den Aufgaben 7 und 8 r, T, N und B fiir den
gegebenen Wert von £. Stellen Sie dann Gleichungen fiir

die Normalebene, die Schmiegebene und die rektifizie-
rende Ebene bei diesem Wert von t auf.

Bl (1) = (cost)i+ (sint)j—k, t=rm/4

EM () = (cost)i+ (sint)j+tk, t=0

In den Aufgaben 9-13 aus Abschnitt 13.4 haben Sie fiir
Kurven im Raum T, N und x berechnet. Bestimmen Sie
in den hier folgenden Aufgaben 9-13 fiir die gleichen
Kurven noch B and 7.

Bl (1) = (3sint)i + (3cost)j + 4tk
r(t) = (e’ cost) i+ (efsint)j+ 2k
r(t) = (£/3)i+ (/2)j, t>0

r(t) = ti + (acosh(t/a))j, a>0

—
Lo

r(t) = (cosht)i — (sinht)j + tk

Physikalische Anwendungen [ Der Tachometer
Ihres Autos zeigt dauerhaft 55 km/h an. Kann es sein,
dass Ihre Bewegung trotzdem beschleunigt ist? Erlau-
tern Sie.

Kann man allgemein etwas zur Beschleunigung
eines Teilchens aussagen, das sich mit konstantem
Tempo (konstantem Betrag) bewegt? Begriinden Sie
TIhre Antwort.
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Kann man allgemein etwas zum Betrag der
Geschwindigkeit eines Teilchens aussagen, dessen
Beschleunigung immer senkrecht auf dem Geschwin-
digkeitsvektor steht? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Ein Teilchen der Masse m bewegt sich entlang der
Parabel y = x2, der Betrag der Geschwindigkeit ist kon-
stant 10 Einheiten pro Sekunde. Welche Kraft wirkt auf
das Teilchen aufgrund seiner Beschleunigung im Punkt
(0,0) und im Punkt (21/2,2)? Geben Sie Thre Antwor-
ten als Vielfaches von i und j an. (Verwenden Sie das
Newton’sche Gesetz F = ma.)

Theorie und Beispiele

Vektorgleichung fiir die Kriimmung Leiten Sie
fiir eine glatte Kurve mithilfe von Gleichung (13.21) die
folgende Gleichung fiir die Kriimmung her:

_ o xal

[of?

Zeigen Sie: Ein Teilchen bewegt sich entlang einer
Geraden, wenn die Normalkomponente der Beschleu-
nigung gleich null ist.

Bl Ein abgekiirztes Verfahren zur Berechnung der
Kriimmung Wenn |ay| und |v| bekannt sind, ldsst
sich die Kriimmung einfach mit der Gleichung ay =
x|v|? berechnen. Bestimmen Sie damit die Kriimmung
und den Kriimmungsradius der Kurve

r(t) = (cost+ tsint)i + (sint — tcost)j,
t > 0.
(an und |v| wurden bereits in Beispiel 13.19 bestimmt.)
Zeigen Sie, dass fiir die Gerade
r(t) = (xo + At)i + (yo + Bt)j + (z0 + Ct)k
sowohl « als auch 7 gleich null sind.

Was lasst sich zur Windung einer glatten ebenen
Kurve r(t) =f(t)i + g(t)j sagen? Begriinden Sie Thre
Antwort.

Die Windung einer Helix Zeigen Sie, dass die

Windung der Helix
r(t) = (acost)i+ (asint)j+ btk, a,b>0

gleich T = b/ (a® + b?) ist. Welchen Maximalwert kann
T fiir einen gegebenen Wert von a haben? Begriinden
Sie Thre Antwort.

214

Differenzierbare Kurven mit der Windung null
liegen in einer Ebene Eine (ausreichend oft differen-
zierbare) Kurve mit der Windung null liegt in einer
Ebene. Dies ist ein Spezialfall der Tatsache, dass ein
Teilchen, dessen Geschwindigkeit immer senkrecht zu
einem festen Vektor C ist, sich in einer Ebene senkrecht
zu C bewegt. Dies kann man umgekehrt auch mit dem
folgenden Ergebnis erkléren.

Es sei r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k zweimal differenzier-
bar fiir alle t im Intervall [a,b], es sei r =0 fiir t =a
und v - k =0 fiir alle ¢ in [a,b]. Zeigen Sie, dass dann
h(t) = 0 fiir alle ¢ in [a,b] gilt. (Hinweis: Gehen Sie von
a = d?r/df? aus und betrachten Sie die Angangsbedin-
gungen in umgekehrter Reihenfolge.)

Eine Gleichung zur Berechnung von 7 aus B und
v. Wenn wir von der Definition T = —(dB/ds) - N
ausgehen und zweimal die Kettenregel anwenden, kén-
nen wir dB/ds folgendermafien schreiben:

aB_aBdr_aB 1
ds dtds dt|v|

Losen wir nach 1 auf, erhalten wir die Gleichung

1 /dB
T—‘mfafN)

Diese Gleichung hat gegeniiber Gleichung (13.25) den
Vorteil, dass sie einfacher hinzuschreiben und zu mer-
ken ist. Thr Nachteil ist, dass die Berechnung von 7
mit ihr (ohne Computer) viel Rechenaufwand bedeuten
kann. Bestimmen Sie mit dieser Gleichung die Windung
der Helix aus Aufgabe 23.

Computerberechnungen Berechnen Sie mit einem
CAS in den Aufgaben 26-29 fiir die gegebenen Kurven
v, a, den Betrag der Geschwindigkeit, T, N B, x, T sowie
die Tangential- und Normalkomponente der Beschleu-
nigung, jeweils fiir den gegebenen Wert von f. Runden
Sie auf vier Dezimalstellen.

t=V3
r(t) = (e'cost)i+ (e'sint) j+e'k, t=In2

-3

Bl (t) = (tcost)i+ (tsint)j + tk,

r(t) = (t — sint)i + (1 — cost)j + /—tk, t=

r(t) = (Bt — )i+ (32)j+ 3t + )k, t=1
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13.6 Geschwindigkeit und Beschleunigung in
Polarkoordinaten

In diesem Abschnitt leiten wir Gleichungen fiir die Geschwindigkeit und die Beschleu-
nigung in Polarkoordinaten her. Diese Gleichungen sind besonders niitzlich bei der
Berechnung von Planeten- und Satellitenbahnen im Weltraum. Wir untersuchen mit
ihnen hier die drei Kepler’schen Gesetze zur Planetenbewegung.

Bewegung in Polar- und Zylinderkoordinaten

Bewegt sich ein Teilchen P(r, 6) entlang einer Kurve in der polaren Koordinatenebene,
dann driicken wir seinen Ort, seine Geschwindigkeit und seine Beschleunigung mit
den sich mitbewegenden Einheitsvektoren

uy = (cos0)i + (sinf)j, wug = —(sin6)i + (cosh)j (13.26)

aus, die in »Abbildung 13.30 zu sehen sind. Der Vektor u, zeigt in Richtung des Orts-
vektors OP, es gilt also r = ru,. Der Vektor uy steht senkrecht auf u, und zeigt in die
Richtung von ansteigendem 6.

Uy

- P(r,0)

\ 6
X
0 /
JIGOTRERED]  Die Lénge von r entspricht der positiven Polarkoordinate r des Punkts P. uy ist gleich r/|r|

und damit gleich r/r. In Gleichung (13.26) werden u, und ug mit den Vektoren i und j
geschrieben.

Aus Gleichung (13.26) folgt

du, _ . . .

w - —(sinf)i + (cos0)j = ug
dug _ . . .
T —(cos8)i — (sinB)j = —uy.

Wir leiten u, und uy nach t ab und bestimmen so ihre Anderung mit der Zeit. Mit der
Kettenregel erhalten wir

. 7dur

due.i .
= gp i

0 =0uy, 1p= i —Bu,. (13.27)

Der Geschwindigkeitsvektor lasst sich also als Vielfaches von u, und uy schreiben; es
ergibt sich (»Abbildung 13.31)

v=jF= E(rur) = iy + iy = fuy + rOuy.

Wie im vorausgehenden Abschnitt verwenden wir die Schreibweise mit einem Punkt
fur die Ableitung nach der Zeit, um die Gleichungen moglichst einfach zu halten: i,
steht fiir du, /d¢, 0 fiir d8/dt und so weiter.
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