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Aufgaben

Aufgabe 3.40

Auf einem diinnen isolierten Stab, der sich von z = —a bis z = +a erstreckt, befin-
den sich die unten genannten Linienladungen. Bestimmen Sie fiir jeden Fall den
fiihrenden Term der Multipolentwicklung des Potentials:

B = kcos(nz/2a),
[ b, - ksin(nz/a),
A = kcos(nz/a),

wobei k jeweils eine Konstante ist.

Aufgabe 3.41
Zeigen Sie, dass das von allen Ladungen im Inneren einer Kugel mit Radius R her-
vorgerufene mittlere Feld innerhalb der Kugel durch

1 p
Enittel = — Ineg RO

(3.105)
gegeben ist; darin ist p das gesamte Dipolmoment. Es gibt verschiedene Wege, um
dieses erfreulich einfache Resultat zu beweisen. Nachfolgend eine dieser Methoden:

BN Zeigen Sie, dass das mittlere Feld aufgrund einer einzelnen Ladung g am Punktr
im Inneren der Kugel dasselbe ist wie dasjenige Feld bei r, das von einer gleich-
mibBig geladenen Kugel mit p = —q/((4/3)7R3) hervorgerufen wird, ndmlich

1 1 q s
4meg (4-p3 //L—zadr ’
(3=5°)

wobei 2 der Abstandsvektor von r zu dr’ ist.

Il Letzteres kann auch anhand des GauB’schen Gesetzes bestimmt werden (siehe
Aufgabe 2.12). Driicken Sie das Ergebnis durch das Dipolmoment von g aus.

Verallgemeinern Sie das Resultat mithilfe des Superpositionsprinzips auf eine
beliebige Ladungsverteilung.

M Und wenn Sie sich gerade mit diesem Thema beschiftigen: Zeigen Sie, dass
das mittlere Feld auf der Kugel, das von allen auferhalb befindlichen Quellen
hervorgerufen wird, dasselbe ist wie das Feld, das diese Quellen im Kugelmit-
telpunkt erzeugen.

Aufgabe 3.42

IBM Berechnen Sie mit Gleichung 3.103 das mittlere elektrische Feld eines Dipols
tiber einem kugelférmigen Volumen mit Radius R, dessen Mittelpunkt im Ur-
sprung liegt. Bestimmen Sie zuerst die Winkelintegrale.

[Anmerkung: Sie miissen vor der Integration ¥ und 6 durch %X, ¥ und z aus-
driicken (siehe hintere innere Umschlagseiten). Falls Sie nicht nachvollziehen
konnen, warum, lesen Sie noch einmal die Diskussion in Abschnitt 1.4.1.]

Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit dem allgemeinen Ausdruck (Gleichung 3.105).
Der Unterschied beruht hier auf dem schnellen Anwachsen des Dipolfelds bei
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r = 0. Das Winkelintegral ist null, das radiale Integral ist dagegen unendlich,
daher haben wir eigentlich keine Ahnung, was wir mit dem Ergebnis anfangen
sollen. Um dieses Dilemma zu beseitigen, nehmen wir an, dass Gleichung 3.103
auflerhalb einer winzigen Kugel mit Radius ¢ gilt — der dort entstehende Beitrag
zu E e ist dann ganz eindeutig null, daher muss das gesamte Feld aus dem
Inneren der e-Kugel stammen.

Welches Feld muss im Inneren der e-Kugel herrschen, damit der allgemeine
Ausdruck (Gleichung 3.105) gilt?

[Hinweis: Da ¢ beliebig klein ist, reden wir von etwas, das bei r = 0 unendlich
und dessen Integral {iber einem infinitesimalen Volumen endlich ist.]
[Antwort: —(p/380)83(r)]

[Das wahre Feld eines Dipols ist offenbar

1
4meg 3

Epipol (r) = [3(p-F)F—p]— %pSS(r) . (3.106)
Sie fragen sich vielleicht, wie wir den Term mit der Deltafunktion vergessen
konnten, als wir das Feld in Abschnitt 3.4.4 berechnet haben. Die Antwort liegt
in der Ableitung, die zu Gleichung 3.103 fiihrte. Sie gilt tiberall, auler bei r = 0,
allerdings hétte uns nach unseren Erfahrungen aus Abschnitt 1.5.1 bewusst sein
sollen, dass die Stelle r = 0 problematisch ist. Siehe dazu auch C. P. Frahm,
Am. J. Phys. 51, 826 (1983) oder die Arbeit von R. Estrada und R. P. Kanwal,
Am. J. Phys. 63, 278 (1995). Weitere Details und Anwendungen finden Sie in
D.J. Griffiths, Am. J. Phys. 50, 698 (1982).]

Aufgabe 3.43

BN Eine Ladungsverteilung p1(r) ruft ein Potential V1(r), eine andere Ladungsver-

teilung pz (r) ein Potential V3 (r) hervor.

[Beide Situationen miissen nicht unbedingt miteinander zu tun haben — viel-
leicht ist Nummer 1 eine gleichférmig geladene Kugel, und Nummer 2 ist ein
planparalleler Plattenkondensator. Beachten Sie bitte, dass p1 und p2 nicht
gleichzeitig anwesend sind. Wir behandeln also zwei verschiedene Probleme,
von denen eines nur p; enthdlt, und eines, in dem nur p, zu finden ist.]

Beweisen Sie den Green’schen Reziprozitatssatz:

/ p1Vodr = / p2Vydr .

ganzer Raum ganzer Raum

[Hinweis: Berechnen Sie [Ej - Ezdr mit zwei Methoden. Schreiben Sie erst
E;1 = —VV; und wenden Sie die partielle Integration an, um die Ableitung
nach Ey zu iberfithren. Danach nehmen Sie E; = —VV, und tiberfiihren die
Ableitung nach E1.]

Nehmen Sie nun an, Sie hédtten zwei voneinander getrennte Leiter (Abbil-
dung 3.41). Wenn Sie Leiter a mit einer Ladung Q aufladen (und b ungeladen
bleibt), dann nennen wir das resultierende Potential von b beispielsweise V.
Wenn Sie andererseits dieselbe Ladung Q auf Leiter b aufbringen (und a ungela-
den bleibt), dann ergibt sich das Potential von a zu V},. Zeigen Sie mithilfe des
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Green’schen Reziprozitdtssatzes, dass V,p = Vp, (eigentlich ein erstaunliches
Resultat, da wir keinerlei Annahmen {iiber die Formen oder die Anordnung der
Leiter getroffen haben.)

Abbildung 3.41

Aufgabe 3.44
Losen Sie mithilfe des Green’schen Reziprozititssatzes (Aufgabe 3.43) die beiden
folgenden Aufgaben fiir je zwei verschiedene Anordnungen.

[Hinweis: Benutzen Sie fiir die Verteilung 1 die beschriebene Anordnung. Entfernen
Sie aber bei Verteilung 2 die Ladung q und setzen Sie einen der Leiter auf das Poten-
tial Vp.]

BN Beide Platten eines planparallelen Kondensators sind geerdet, und eine Punktla-
dung g wird in der Entfernung x von Platte 1 zwischen sie gebracht. Der Abstand
der Platten ist d. Bestimmen Sie die induzierte Ladung auf jeder Platte.
[Antwort: Q1 = q(x/d — 1); Q2 = —gx/d]

Il Zwei konzentrische leitende Kugelschalen (mit Radien a und b) sind geerdet,
und eine Punktladung q wird beim Radius r zwischen sie gebracht. Bestimmen
Sie die auf jeder Kugelschale induzierte Ladung.

Aufgabe 3.45

BN Zeigen Sie, dass der Quadrupol-Term der Multipolentwicklung folgendermaBen
formuliert werden kann:

VQuadrupol (@) = 4reo 23 T Qj

I,j=1

(in der Schreibweise von Gleichung (1.31)) mit

Qij = / [Srlfr]{ - (r’)z Sj]-] p)dr’ .
Hierbei ist

)1 fur i=j
Y lo fiir i#j

das Kronecker-Delta, und Qj; ist das Quadrupolmoment der Ladungsverteilung.
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Beachten Sie die Hierarchie:

v 1 Q. o1 3hpi
Monopol = 4meg T Dipol = 4neo 2
1 ~ A
v 1 g 2 hEQy
Quadrupol = 4meg 3 ’

Das Monopolmoment (Q) ist ein Skalar, das Dipolmoment (p) ist ein Vektor, das
Quadrupolmoment (Qj;) ist ein Tensor zweiter Stufe usw.

M Bestimmen Sie alle neun Komponenten von Qi]- fiir die in Abbildung 3.30 dar-
gestellte Konfiguration (dabei soll das Quadrat die Seitenldnge a haben und sich
so in der x-y-Ebene befinden, dass sein Mittelpunkt im Ursprung liegt.)

Zeigen Sie, dass das Quadrupolmoment von der Position des Ursprungs unab-
héngig ist, wenn sowohl das Monopol- als auch das Dipolmoment verschwin-
den. (Dies gilt fiir alle Stufen der Hierarchie — das niedrigste von null verschie-
dene Moment ist immer vom Ursprung unabhéngig.)

Il wie wiirden Sie das Oktopolmoment definieren? Driicken Sie den Oktopol-
Term der Multipolentwicklung durch das Oktopolmoment aus.

Aufgabe 3.46

In Beispiel 3.8 haben wir das elektrische Feld auBerhalb eines kugelférmigen Leiters
(mit Radius R) bestimmt, der sich in einem gleichférmigen dufBieren Feld Eg befindet.
Losen Sie das Problem mithilfe der Methode der Spiegelladungen und tiberpriifen
Sie, dass Thr Ergebnis mit Gleichung 3.76 {ibereinstimmt.

[Hinweis: Gehen Sie wie in Beispiel 3.2 vor, setzen Sie aber die Ladung —q diame-
tral gegeniiber q. Lassen Sie a — oo gehen und halten Sie (1/4msg)(2q/a?) = —Eg
konstant.]

I Aufgabe 3.47

Nehmen Sie an, dass fiir die unendliche rechtwinklige R6hre in Beispiel 3.4 das
Potential am Boden (y = 0) und den beiden Seiten (x = +b) null ist. Das Potential
auf der Oberseite (y = a) ist eine von null verschiedene Konstante Vj.

[Anmerkung: Dies ist eine Umkehrung von Aufgabe 3.14b. Gehen Sie von einem
Ansatz wie in Beispiel 3.4 aus und verwenden Sie sinusférmige Funktionen fiir y
und hyperbolische fiir x. Es handelt sich um einen uniiblichen Fall, in dem k = 0
enthalten sein muss. Bestimmen Sie zuerst die allgemeine Losung fiir Gleichung 3.26
mit k = 0. Eine weitergehende Diskussion finden Sie in S. Hassani, Am. J. Phys. 59,
470 (1991).]

[Antwort:

n cosh(nwb/a)

Vo (JE/ n % Z (=)™ cosh(nnx/a) sin(mty/a)) .

n=1
Alternativ erhalten Sie mit sinusférmigen Funktionen in x und hyperbolischen Funk-
tionen in y

N
—% Z M cos(apx) mit ap=(2n—1)w/2b.]
n=1

op sinh(apa)
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I Aufgabe 3.48

BN Eine lange Metallrohre mit quadratischem Querschnitt (und Seitenlédnge a) wird
auf drei Seiten geerdet, wihrend die vierte (die vom Rest isoliert ist) auf einem
konstanten Potential Vj gehalten wird. Bestimmen Sie die Nettoladung pro Ein-
heitsldnge auf der Seite, die Vg gegeniiberliegt.

[Hinweis: Benutzen Sie Ihr Resultat aus Aufgabe 3.14 oder 3.47.]

A Eine lange Metallr6hre mit kreisformigem Querschnitt (und Radius R) ist (der
Léange nach) in vier gleiche Abschnitte untergliedert. Drei von ihnen sind geer-
det, der vierte wird auf dem konstanten Potential Vj gehalten. Bestimmen Sie
die Nettoladung pro Einheitsldnge auf dem Abschnitt, der V gegeniiberliegt.

[Antwort fiir (a) und (b): A = —(gg Vo/7) In 2]13

Aufgabe 3.49

Ein idealer elektrischer Dipol befindet sich im Ursprung und zeigt, wie in Abbil-
dung 3.36, in z-Richtung. Eine elektrische Ladung befindet sich anfdnglich in einem
Punkt der x-y-Ebene in Ruhe. Zeigen Sie, dass der Dipol auf einem halbkreisférmi-
gen Bogen vor und zuriick schwingt, als ob er sich auf einem Pendel befinden wiirde,
das im Ursprung aufgehéngt ist.

[Dieses nette Resultat finden Sie bei R. S. Jones, Am. J. Phys. 63, 1042 (1995).]

13 Hierbei handelt es sich um Spezialfille des Thomson-Lampard-Satzes; siehe J. D. Jackson,
Am. J. Phys. 67, 107 (1999).
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ELEKTRISCHE FELDER IN MATERIE

4.1 Polarisation

4.1.1 Dielektrika

In diesem Kapitel werden wir uns mit elektrischen Feldern in Materie befassen.
Materie gibt es selbstverstdndlich in vielen verschiedenen Variationen — Festkor-
per, Fliissigkeiten, Gase, Metalle, Holz, Gldaser usw. —, und alle diese Substanzen
reagieren in unterschiedlicher Weise auf elektrostatische Felder. Dennoch gehéren
die meisten Objekte des Alltags (zumindest in guter Ndherung) einer von zwei Klas-
sen an: Leiter und Isolatoren (bzw. Dielektrika). Leiter haben wir bereits behandelt.
Es sind Substanzen mit einem ,,unbegrenzten“ Vorrat an Ladungstrdgern, die frei in
der Substanz herumwandern konnen. In der Praxis bedeutet das tiblicherweise, dass
viele der Elektronen (in einem typischen Metall ein oder zwei pro Atom) nicht an
irgendeinen Atomkern gebunden sind, sondern sich frei bewegen kénnen. In Dielek-
trika sind dagegen alle Ladungen an bestimmte Atome oder Molekiile gebunden. Sie
werden sozusagen an der kurzen Leine gehalten und kénnen sich nur innerhalb des
Atoms oder Molekiil geringfiigig bewegen. Solche mikroskopischen Verschiebungen
haben nicht so drastische Auswirkungen wie die vollstindige Neuanordnung von
Ladungen in einem Leiter. Der Gesamteffekt aller Bewegungen bestimmt aber das
charakteristische Verhalten dielektrischer Materialien. Im Grunde genommen gibt
es zwei wichtige Wege, durch die elektrische Felder die Ladungsverteilung eines
dielektrischen Atoms oder Molekiils verzerren konnen: Dehnung und Rotation. In
den beiden folgenden Abschnitten werde ich diese Prozesse diskutieren.

4.1.2 Induzierte Dipole

Was geschieht mit einem neutralen Atom, das in ein elektrisches Feld E gebracht
wird? Vermutlich denken Sie zunéchst: ,,Gar nichts — da das Atom nicht geladen ist,
hat das Feld keine Auswirkungen auf das Atom.“ Das stimmt aber nicht. Obwohl
das Atom als Ganzes elektrisch neutral ist, besteht es doch aus einem positiv gelade-
nen Zentrum (dem Kern), der von einer negativ geladenen Elektronenwolke umge-
ben ist. Diese beiden geladenen Gebiete innerhalb des Kerns werden durchaus vom
Feld beeinflusst: Der Kern wird in Richtung des Felds verschoben, die Elektronen
in entgegengesetzter Richtung. Wenn das Feld stark genug ist, kann es das Atom im
Prinzip auseinanderreiffen und so ,ionisieren” (die Substanz wird dann zu einem
Leiter.) Bei schwécheren Feldern wird jedoch bald ein Gleichgewicht erreicht, denn
sobald das Zentrum der Elektronenwolke nicht mehr im Kern liegt, entsteht eine
Anziehungskraft zwischen diesen positiven und negativen Ladungen, die das Atom
zusammenhalten. Die beiden entgegengesetzten Kréfte — das Feld E, welches Elek-
tronen und Kern auseinanderzieht, und ihre gegenseitige Anziehungskraft, die sie
zusammenhdlt — gleichen sich aus und hinterlassen ein polarisiertes Atom, bei dem
die positive Ladung geringfiigig gegeniiber der negativen verschoben ist. Das Atom
weist nun ein winziges Dipolmoment p auf, das in dieselbe Richtung weist wie E.
Ublicherweise ist dieses induzierte Dipolmoment ungefihr dem Feld proportional
(sofern letzteres nicht zu stark ist):

p=cE. (4.1)



4.1 Polarisation

Die Proportionalitdtskonstante wird als atomare Polarisierbarkeit bezeichnet. Thr
Wert hédngt von der genauen Struktur des betrachteten Atoms ab. In Tabelle 4.1 sind
einige experimentell bestimmte atomare Polarisierbarkeiten aufgelistet.

H He Li Be C Ne Na Ar K Cs

0,667 0205 243 5,60 1,76 0,39 241 1,64 434 59,6
Tabelle 4.1: Atomare Polarisierbarkeit («/41eg in Einheiten von 10~3%m3). Quelle: Handbook of Chemistry and
Physics, 78th ed. (Boca Raton: CRC-Press, Inc. 1997)

Beispiel 4.1: Atomare Polarisierbarkeit

Nach einem einfachen Modell besteht ein Atom aus einem punktférmigen Kern
(+q), umgeben von einer gleichméBig geladenen kugelférmigen Wolke (—g) mit
Radius a (Abbildung 4.1). Berechnen Sie die atomare Polarisierbarkeit eines sol-
chen Atoms.

Losung:

In Anwesenheit eines dufleren Felds E wird der Kern, wie in Abbildung 4.2
dargestellt, geringfiigig nach rechts verschoben, die Elektronenwolke hingegen
nach links. (Weil die tatsdchlichen Verschiebungen, wie Sie in Aufgabe 4.1 noch
feststellen werden, extrem klein sind, diirfen wir annehmen, dass die Elektro-
nenwolke ihre Kugelform beibehilt.) Nehmen wir an, das Gleichgewicht wird
erreicht, sobald der Kern gegentiber dem Kugelmittelpunkt um den Abstand d
verschoben ist. An diesem Punkt gleicht das duBere Feld, das den Kern nach
rechts verschiebt, genau das innere Feld aus, das ihn nach links verschiebt:
E = Eg. Dabei ist Eg das von der Elektronenwolke hervorgerufene Feld. Nun
betrdgt das Feld in der Entfernung d vom Mittelpunkt einer gleichméBig gelade-
nen Kugel (gemédlB Aufgabe 2.1)

1 qd
e_4n8003 '

/ 4
+q s
/ b
—q E
Abbildung 4.1 Abbildung 4.2

Im Gleichgewicht ist daher:

1 qd
_41'[8003’

oder p=gqd= (41‘[80(13) E.
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Beispiel 4.1 (Fortsetzung)
Die atomare Polarisierbarkeit ist somit

3

o = 47mega” = 3egu, (4.2)

wobei v das Volumen des Atoms darstellt. Obwohl dieses Atommodell ziemlich
grob ist, ist das Ergebnis (Gleichung 4.2) gar nicht so schlecht — fiir viele einfache

Atome ist es bis auf einen Faktor von etwa vier genau. /

Bei Molekiilen ist die Situation nicht ganz so einfach, weil sie sich oft in man-
che Richtungen einfacher polarisieren lassen als in andere. Kohlendioxid (Abbil-
dung 4.3) hat beispielsweise eine Polarisierbarkeit von 4,5 - 10—40 2 m/N, sofern
das Feld in Richtung der Molekiilachse liegt, aber nur 2 - 107#9C2 m/N bei Feldern
senkrecht dazu. Steht das Feld in irgendeinem Winkel zur Achse, miissen Sie es in
eine parallele und eine senkrechte Komponente aufteilen und jede mit der entspre-
chenden Polarisierbarkeit multiplizieren:

p=ao E| +oE.

In diesem Fall muss das induzierte Dipolmoment nicht einmal in derselben Richtung
wie E verlaufen. Dariiber hinaus ist CO3 fiir ein Molekiil relativ einfach gebaut, da
sich die Atome in einer geraden Linie anordnen. Bei einem vollig asymmetrischen
Molekiil wird Gleichung 4.1 durch die allgemeingiiltigste Beziehung zwischen E und
p ersetzt:

Px = axxEx + axyEy + axzEy
Py = ayxEx + ayyEy + ayzEy
Pz = azxEx +azyEy + azzEy, (4.3)

Diese Gruppe der neun Konstanten o;; bildet den Polarisationstensor des Molekiils.
Thre tatsdchlichen Werte hdngen nur von der Orientierung der von Ihnen gewdhlten
Achsen ab. Allerdings ist es immer mdglich, ,,Haupt“achsen so zu wihlen, dass alle
Terme abseits der Diagonalen (axy, ozx, usw.) verschwinden, sodass nur noch drei
von null verschiedene Polarisierbarkeiten iibrig bleiben, ndmlich axx, ayy, und azz.

Abbildung 4.3
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Ein Wasserstoffatom (dessen Bohr’scher Radius etwa ein halbes Angstrém be-
trdgt), befindet sich zwischen zwei Metallplatten, deren Abstand 1 mm betrdgt
und die mit den Klemmen einer 500-V-Batterie verbunden sind. Welchem Anteil
des Atomradius entspricht in etwa der Betrag der Verschiebung d? Bestimmen
Sie die Spannung, die bei dieser Anordnung notwendig wére, um das Atom zu
ionisieren.

[Benutzen Sie die o-Werte aus Tabelle 4.1. Moral: Selbst auf atomarer Ebene
betrachten wir hier nur winzigste Verschiebungen.]

GemdB der Quantenmechanik besitzt die Elektronenwolke eines Wasserstoff-
atoms im Grundzustand die Ladungsdichte

p(r) = ise—Zr/a .
Ta

Hierbei ist g die Elektronenladung, und a ist der Bohr’sche Radius. Bestimmen
Sie die atomare Polarisierbarkeit dieses Atoms.

[Hinweis: Bestimmen Sie zuerst das elektrische Feld Eq(r) der Elektronenwolke
und entwickeln Sie danach den Exponentialterm unter der Annahme r < a.
Einen anspruchsvolleren Ansatz enthdlt W. A. Bowers, Am. J. Phys. 54, 347
(1986).]

Nach Gleichung 4.1 ist das induzierte Dipolmoment eines Atoms proportional
zum duBeren Feld. Dies ist allerdings nur ,,Pi mal Daumen“ und keineswegs ein
grundlegendes Gesetz. Zumindest theoretisch lassen sich einfach Ausnahmen
konstruieren. Nehmen Sie beispielsweise an, die Ladungsdichte der Elektronen-
wolke wire bis zu einem Radius R proportional zur Entfernung vom Zentrum.
Zu welcher Potenz von E wire p in diesem Fall proportional? Bestimmen Sie
die Bedingung fiir p(r), damit Gleichung 4.1 auch im Grenzfall schwacher Fel-
der gilt.

Eine Punktladung g befindet sich in groBer Entfernung r von einem neutralen
Atom mit Polarisierbarkeit «. Bestimmen Sie die zwischen ihnen herrschende
Anziehungskraft.

4.1.3 Ausrichtung polarer Molekiile

Das in Abschnitt 4.1.2 diskutierte neutrale Atom hat zu Beginn kein Dipolmoment —
p wurde durch das angelegte Feld induziert. Einige Molekiile besitzen jedoch von
vornherein ein permanentes Dipolmoment. Im Wassermolekiil tendieren die Elektro-
nen beispielsweise dazu, sich um das Sauerstoffatom anzusammeln (Abbildung 4.4).
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. der Veroéffentlichung

bedarf der schriftlichen Genehmigung des Verlags. Insbesondere ist die
Entfernung oder Anderung des vom Verlag vergebenen Passwortschutzes
ausdricklich untersagt!

Bei Fragen zu diesem Thema wenden Sie sich bitte an: info@pearson.de

Zusatzdaten

Méglicherweise liegt dem gedruckten Buch eine CD-ROM mit Zusatzdaten bei.
Die Zurverfugungstellung dieser Daten auf unseren Websites ist eine freiwillige
Leistung des Verlags. Der Rechtsweg ist ausgeschlossen.

Hinweis

Dieses und viele weitere eBooks kdnnen Sie rund um die Uhr und legal auf
unserer Website herunterladen:

http://ebooks.pearson.de

ALWAYS LEARNING PEARSON
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