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Signifikanz- und Hypothesentest 5.9
Zum Schluss dieses Kapitels möchten wir noch einmal auf die Bezeichnun-
gen „Signifikanztest“ und „Hypothesentest“ und die Unterschiede in den beiden
Ansätzen eingehen. Wir nennen einen Test, bei dem eine explizite Entscheidung
über Ablehnung oder Nicht-Ablehnung der Nullhypothese getroffen wird, unter
Einhaltung der Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art, einen „Hypothesentest“,
da wir uns explizit zwischen zwei Hypothesen entscheiden. Der Signifikanz-
test ist für uns die Beurteilung der Evidenz gegen eine Nullhypothese mittels
dem p-Wert. Diese Bezeichnungen orientieren sich an R.A. Fisher, der als Ers-
ter den p-Wert vorgeschlagen hatte und das Diskutieren der Evidenz gegen H0

mittels p-Wert „Signifikanztest“ nannte, siehe Biau et al. (2010, Tabelle 2). Ein
„kleiner“ p-Wert war für ihn „signifikant“, ohne dass er diesen jedoch mit einer
beliebigen Schranke (z. B. 0,05) im Sinne eines Hypothesentests verglich. Fishers
„Signifikanz“ ist folglich nicht in dem in Abschnitt 5.4 verwendeten Sinn zu ver-
stehen!

Dass in Anwendungen der p-Wert oft kategorisiert oder sogar dichotomi-
siert wird, und damit die beiden Konzepte Signifikanz- und Hypothesentest
vermischt werden, hat wohl auch historische Gründe: Als Fisher den p-Wert
vorschlug, war für viele Tests nicht klar, wie ein solcher numerisch ohne sehr
viel Aufwand berechnet werden kann. Die Forscher behalfen sich folglich mit
Annäherungen und Abschätzungen. Heute ist dies dank der Verbreitung von
Computern jedoch nicht mehr nötig, d. h., wir können leicht einen p-Wert
numerisch bestimmen. Umso wichtiger ist die korrekte Interpretation und das
Auseinanderhalten der zwei Testkonzepte.
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6 Analyse von quantitativen Zielgrößen

L E R N Z I E L E

Analyse von quantitativen Zielgrößen

Die Stärke des Zusammenhangs zwischen stetigen Variablen wird mit dem
Korrelationskoeffizienten quantifiziert. Meistens ist man aber an einem ziel-
gerichteten Zusammenhang interessiert. Für diese Fragestellung ist die ein-
fache lineare Regression geeignet. Liegen mehrere erklärende Variablen
vor oder möchte man für Confounder adjustieren, kann man eine multi-
ple lineare Regression durchführen. In diesem Kapitel lernt der Leser die
entsprechenden Konzepte kennen. Er erfährt, wie die einzelnen Methoden
angewandt werden, wie man die Voraussetzungen überprüfen kann und
wie die Ergebnisse interpretiert und präsentiert werden.

Korrelation und linearer Zusammenhang 6.1
Bisher diskutierten wir statistische Verfahren, um eine stetige Variable zwischen
zwei oder mehreren Gruppen zu vergleichen, d. h., den Zusammenhang zwi-
schen einer stetigen Zielvariablen und einer binären oder nominalen Einfluss-
größe zu beschreiben. Oft interessiert jedoch auch der Zusammenhang zwischen
zwei stetigen Variablen: Wie verhält sich die eine Variable, wenn die andere
steigt oder fällt? Ist der Zusammenhang monoton oder sogar linear? Und wie
können wir die Stärke und Richtung des Zusammenhangs quantifizieren? Bei-
spiele sind der Zusammenhang zwischen dem Körpergewicht eines Neugebore-
nen und dem Gewicht der Mutter oder der Zusammenhang von Körpergröße und
Körpergewicht einer Person.

BEISPIEL: HERZVERÄNDERUNGEN BEI FRÜHEREN
RADRENNFAHRERN

Professioneller Radrennsport führt zu einem vergrößerten Sportlerherz. Es
wird vermutet, dass die Vergrößerung des linken Vorhofs nicht vollstän-
dig reversibel ist. In einer prospektiven kontrollierten Studie (Luthi et al.,
2008) wurden 62 ehemalige Teilnehmer der Tour de Suisse analysiert, die
ihre professionelle Karriere vor 15–49 Jahren beendet haben. Die Größe des
linken Vorhofs (in ml pro m2 Körperoberfläche) wurde mit der von Gol-
fern verglichen und mit der sportlichen Vergangenheit in Zusammenhang
gebracht.
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6.1 Korrelation und linearer Zusammenhang
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Abbildung 6.1: Streudiagramm der Größe des linken Vorhofs gegen die totale Distanz.

In der Studie der Radrennfahrer könnte man sich für den Zusammenhang zwi-
schen den folgenden Variablen interessieren:

der Größe des linken Vorhofs und der totalen Distanz, die der Rennfahrer in
seinem Leben auf dem Fahrrad zurückgelegt hat,

der Größe des linken Vorhofs und den beiden Distanzen als Rennfahrer (aktive
Distanz) und nach dem Ende der Karriere (passive Distanz), die der Rennfah-
rer auf dem Fahrrad zurückgelegt hat.

Der Korrelationskoeffizient ist eine Möglichkeit, diesen Zusammenhang zu quanti-
fizieren. Wir werden dies im Folgenden am Zusammenhang zwischen der Größe
des linken Vorhofs (Vorhofgröße) und der totalen Distanz, die der Rennfahrer in
seinem Leben auf dem Fahrrad zurückgelegt hat (totale Distanz), illustrieren.

Möchten wir den Zusammenhang zweier stetiger Variablen beurteilen, ist der
erste Schritt das Betrachten eines Streudiagramms .engl. scatter plot), auch Punkt-
wolke genannt, siehe Abbildung 6.1. Der Zusammenhang zwischen der Größe
des linken Vorhofs und der totalen Distanz scheint nicht allzu stark, aber einiger-
maßen linear zu sein. Man beachte, dass beide Variablen nicht allzu symmetrisch
verteilt sind. Die Beobachtung oben rechts beeinflusst die Korrelation stark. Wir
werden diese Probleme später diskutieren.

In Tabelle 6.1 geben wir die wichtigsten deskriptiven Statistiken der beiden
Variablen an. Es gilt zu beachten, dass wir Beobachtungen einer Person, für die
ein Wert fehlt, ganz eliminieren müssen. Das bedeutet, dass wir zur Berechnung
der Korrelation nur paarweise vollständige Beobachtungen verwenden. Da für
zwei Studienteilnehmer jeweils ein Wert für die totale Distanz und die Vorhof-
größe fehlt, enthält Abbildung 6.1 demnach 60 Punkte.

Variable n Min. Median x Max. s

Totale Distanz (in 100 000 km) 61 0,6 3,1 3,4 9,8 1,8

Vorhofgröße (in ml=m2) 61 12,1 27,1 30,2 82,8 13,0

Tabelle 6.1: Deskriptive Statistiken in der Rennfahrerstudie.
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6 Analyse von quantitativen Zielgrößen

6.1.1 Linearer Zusammenhang zwischen zwei stetigen Variablen

Die Stärke des linearen Zusammenhangs zwischen zwei stetigen Variablen x und
y misst man mit dem Pearson-Korrelationskoeffizienten .engl. correlation coeffi-
cient) bzw. der Korrelation .engl. correlation). Manchmal wird die Korrelation
auch als Produkt-Moment-Korrelation bezeichnet.

DEFINITION 6.1 Pearson-Korrelation

Die Korrelation einer Stichprobe von n Paaren von Beobachtungen .x1; y1/,
.x2; y2/, : : :, .xn; yn/ ist

r D
Pn

iD1.xi � x/.yi � y/pPn
iD1.xi � x/2

Pn
iD1.yi � y/2

D
sxy

sx � sy
; (6.1)

wobei

sx D

vuut 1
n � 1

nX

iD1

.xi � x/2 und sy D

vuut 1
n � 1

nX

iD1

.yi � y/2 (6.2)

die geschätzten Standardabweichungen der Variablen x und y bezeichnen,
und

sxy D 1
n � 1

nX

iD1

.xi � x/.yi � y/

die geschätzte Kovarianz zwischen beiden Variablen.

Die Kovarianz sxy setzt die Abstände der Beobachtungen .xi; yi/ der beiden Varia-
blen x und y vom Schwerpunkt .x; y/ des Datensatzes in Beziehung zueinander.
Eine positive Kovarianz bedeutet, dass beide Abstände xi � x und yi � y über-
wiegend gleichsinnig sind, also beide positiv oder beide negativ; dann ist das
Produkt .xi �x/.yi �y/ jeweils positiv. Eine negative Kovarianz bedeutet entspre-
chend überwiegend gegensinnige Abstände. Der Nenner dient der Normierung.
In unserem Beispiel aus Abbildung 6.1 beträgt die Korrelation r D 0;56.

6.1.2 Eigenschaften der Korrelation

Die Korrelation r schätzt die wahre Korrelation � zwischen den zugrunde lie-
genden Zufallsvariablen X und Y . Die Korrelation zwischen zwei Variablen ist
symmetrisch, d. h., die Korrelation zwischen x und y ist gleich der Korrelation
zwischen y und x.
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6.1 Korrelation und linearer Zusammenhang

K
or

re
la

tio
n

−1

−0,8

−0,5

0

0,5

0,8

1

+

−

schwach

mittel

mittel

stark

stark

Abbildung 6.2: Die Bewertung von Korrelationskoeffizienten.

MERKE
Die Korrelation nimmt Werte zwischen �1 und 1 an. Die abso-
lute Größe von r gibt die Stärke des linearen Zusammenhangs

wieder: Je näher r bei 1 oder �1 liegt, desto stärker ist der lineare
Zusammenhang zwischen den Variablen. Für r D 1 und r D �1 liegen die
Punkte im Streudiagramm exakt auf einer Geraden, siehe dazu auch Abbil-
dung 6.3.

Besteht kein linearer Zusammenhang zwischen x und y, so ist r nahe bei 0.
Man spricht dann von unkorrelierten Variablen. Ein Hypothesen- oder Signi-
fikanztest der Nullhypothese einer Korrelation von Null ist aber kaum je von
Interesse, da Variablen, die am selben Individuum erhoben werden, immer kor-
relieren. Bei großen Stichproben werden wir deshalb fast sicher die Nullhypo-
these einer wahren Korrelation von Null ablehnen (in einem Hypothesen-Test,
siehe Abschnitt 5.4). Eine Einteilung in schwache, mittlere und starke Korrelatio-
nen ist wünschenswert, aber nicht allgemein möglich und variiert zwischen den
Fachgebieten. In den Sozialwissenschaften gilt eine Korrelation von 0,5 bereits
als stark. In der Medizin können Korrelationen mit Absolutwerten zwischen 0,1
und 0,5 meistens als schwach, solche zwischen 0,5 und 0,8 als mittel (moderat)
und solche über 0,8 als stark bezeichnet werden, siehe Abbildung 6.2.

MERKE
Das Vorzeichen von r gibt die Richtung des Zusammenhangs an:
Ist r positiv, gehen große x-Werte eher mit großen y-Werten ein-

her: x und y sind positiv korreliert. Ist r negativ, gehen große x-Werte eher
mit kleinen y-Werten einher, die Variablen sind negativ korreliert.
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6 Analyse von quantitativen Zielgrößen

Grafik 1: r = 1 Grafik 2: r = −1 Grafik 3: r = 0

Grafik 4: r = 0,7 Grafik 5: r = 0,7 Grafik 6: r = 0,7

Abbildung 6.3: Illustration von speziellen Korrelationen.

Die Korrelation wird stark beeinflusst von extremen Werten. Sie beschreibt
nur den linearen Zusammenhang, ist also bei nichtlinearen Zusammenhängen
nicht sinnvoll, siehe dazu auch Abbildung 6.3. Aus diesen beiden Gründen
dürfen Korrelationen immer nur im Zusammenhang mit Streudiagrammen der
zugrunde liegenden Daten beurteilt werden. In unserem Beispiel aus Abbil-
dung 6.1 beobachten wir mit r D 0;56, 95 %-Konfidenzintervall von 0,36 bis
0,71, einen moderaten positiven Zusammenhang.

Vorsicht bei der Interpretation von Korrelationen

Die Korrelation misst den linearen Zusammenhang zwischen zwei stetigen Grö-
ßen und nichts anderes. Abbildung 6.3 illustriert dies: Die ersten zwei Grafiken
zeigen perfekte positive und negative Korrelationen. Die dritte Grafik demons-
triert, dass von einer Korrelation von 0 nicht auf nicht-zusammenhängende
Variablen geschlossen werden darf: Der Zusammenhang ist nur nicht linear,
sondern in diesem Fall deterministisch quadratisch. Die vierte Grafik zeigt die
Abhängigkeit von extremen Werten: Die Punktwolke links unten hätte eine
Korrelation von praktisch 0, doch der einzelne Punkt rechts oben erhöht die
Korrelation auf 0,7. Die fünfte Grafik ist ein anderes Beispiel für den Einfluss
extremer Werte: Die perfekte Korrelation der Punkte links wird durch den einen
Punkt rechts auf 0,7 gedrückt. In der 6. Grafik sieht man ein Beispiel für eine
Heterogenitätskorrelation. Obwohl die Korrelation in den beiden Untergruppen
links unten und rechts oben negativ ist, ist die gemeinsame Korrelation positiv.
Man beachte schließlich, dass die drei völlig verschiedenen Situationen in der
unteren Zeile von Abbildung 6.3 alle eine Korrelation von 0,7 liefern.
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6.1 Korrelation und linearer Zusammenhang

6.1.3 Konfidenzintervall und Test für die Korrelation

Die Voraussetzungen, damit die Aussagen in diesem Abschnitt erfüllt sind, lau-
ten:

Die Beobachtungen xi und yi sind jeweils gemeinsam normalverteilt.

Die n Beobachtungspaare .xi; yi/ sind unabhängig verteilt.

Da der Standardfehler des Korrelationskoeffizienten r vom wahren Korrelations-
koeffizienten � abhängt, ist die direkte Konstruktion eines Wald-Konfidenzinter-
valls für den Korrelationskoeffizienten � gemäß Abschnitt 4.4 nicht empfehlens-
wert, speziell für Stichprobenumfänge unter 100. Deshalb empfehlen wir die
Verwendung von Fishers Z -Transformation. Einer der Vorteile dieses Ansatzes ist,
dass das resultierende Konfidenzintervall (6.3) im Intervall von �1 bis 1 ent-
halten ist. Die Fisher-Transformierte eines Korrelationskoeffizienten r berechnet
sich gemäß

Z.r/ D 1
2

ln
�1 C r

1 � r

�
:

Unter den oben genannten Voraussetzungen ist Z.r/ annähernd normalverteilt
mit Mittelwert Z.�/ und Standardfehler 1=

p
n � 3. Der Standardfehler ist für den

transformierten Korrelationskoeffizienten also unabhängig von der wahren Kor-
relation. Ein  -Konfidenzintervall für Z.�/ lautet folglich

Z.r/ � z=
p

n � 3 bis Z.r/ C z=
p

n � 3 : (6.3)

Hierbei bezeichnet z das . C 1/=2-Quantil der Normalverteilung; bei  D 0;95
ist also z D z0;975 D 1;96. Rücktransformation der Endpunkte des Intervalls (6.3)
mit der zu Z inversen Funktion

r.Z/ D exp.2 � Z/ � 1
exp.2 � Z/ C 1

liefert schließlich ein Konfidenzintervall für �. Im Beispiel der Korrelation der
Größe des linken Vorhofs mit der totalen gefahrenen Distanz erhalten wir die
Werte in Tabelle 6.2.

Mithilfe der Fisher-Transformierten kann man auch approximative Hypothe-
sentests für die Nullhypothesen H0W r D r0 für beliebige r0 durchführen. Für den

Anzahl vollständige Paare n D 60

Korrelationskoeffizient r D 0;56

Transformierte Korrelation Z.0;56/ D 0;63

Standardfehler von Z.0;56/ 1=
p

n � 3 D 0;13

Konfidenzintervall für Z.�/ von 0,37 bis 0,89

Konfidenzintervall für � von 0,36 bis 0,71

Tabelle 6.2: Korrelationsanalyse der Größe des linken Vorhofs gegen die totale Distanz.
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6 Analyse von quantitativen Zielgrößen

Spezialfall r0 D 0 gibt es einen exakten Test basierend auf der linearen Regres-
sion (siehe Abschnitt 6.2.3). Die Testgröße in dem Fall ist

t D r

r
n � 2
1 � r2

; (6.4)

die bei Gültigkeit von H0 einer t-Verteilung mit n � 2 Freiheitsgraden folgt. In
unserem Beispiel erhalten wir t D 5;15. In einem Signifikanztest ergibt dies
einen p-Wert p < 0;0001 und folglich starke Evidenz gegen H0.

6.1.4 Spearman-Rangkorrelation

Die Korrelation wird durch extreme Werte stark beeinflusst, siehe Abbildung 6.3.
Ein robustes Maß für die Korrelation ist, analog den Rangtests, die Rangkorre-
lation rs (Spearman-Rangkorrelationskoeffizient). Zur Berechnung bildet man
zuerst für jede Variable separat die Ränge der Daten und berechnet dann die
Pearson-Korrelation dieser Ränge. Dadurch wird der Einfluss von Ausreißern
reduziert. Zudem kann der Spearman-Korrelationskoeffizient auch für ordinale
Variablen berechnet werden, was für die Pearson-Korrelation r nicht sinnvoll ist.
Allerdings ist Spearmans rs kein Maß mehr für den linearen, sondern nur noch
für den monotonen Zusammenhang der Variablen. Sind die vorliegenden Daten
normalverteilt, unterscheiden sich r und rs nur wenig. Ein Konfidenzintervall
kann deshalb mittels Fishers Z-Transformation der Ränge analog zur Pearson-
Korrelation berechnet werden (Fieller et al., 1957). Dabei sollte man allerdings
beachten, dass diese Approximation nur dann gerechtfertigt ist, wenn die Daten
durch eine (unbekannte) monotone Transformation aus einer gemeinsamen
Normalverteilung hervorgegangen sind. Ist dies nicht der Fall, wie z. B. in Abbil-
dung 6.3, ist deshalb ein Bootstrap-Konfidenzintervall (siehe Abschnitt 4.4.6)
vorzuziehen.

Der Spearman Rangkorrelationskoeffizient der Größe des linken Vorhofs
mit der totalen Distanz in Abbildung 6.1 ist rs D 0;40 mit dem Konfidenz-
intervall von 0,16 bis 0,59. Dabei sind die Konfidenzintervalle nach Fishers
Z-Transformation und mittels Bootstrap fast identisch. Die Korrelation rs ist
kleiner als die Pearson-Korrelation r in Tabelle 6.2. Das Beispiel zeigt analog
zu Grafik 4 in Abbildung 6.3 die Abhängigkeit der Pearson-Korrelation von
extremen Werten. Man sagt, dass die eine Beobachtung mit maximaler tota-
ler Distanz von fast einer Million Kilometern (rechts oben in Abbildung 6.1)
eine große Hebelkraft hat. Die Spearman-Rangkorrelation spiegelt deshalb den
Gesamtzusammenhang geeigneter wider.

6.1.5 Confounding und Scheinkorrelation

Eine dritte Variable beeinflusst möglicherweise sowohl x als auch y, sodass ein
tatsächlich nicht existierender Zusammenhang vorgetäuscht wird. Eine beobach-
tete Korrelation zwischen Schuhgröße und schulischen Leistungen bei Kindern
ist wohl kaum kausal (d. h., die schulische Leistung von Kindern hat mit ihrer
Schuhgröße direkt nichts zu tun). Der Zusammenhang ist durch einen dritten
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