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4.3 Knotenpotenzialverfahren

Das Knotenpotenzialverfahren kann als duales Verfahren zur Maschenstromanalyse
angesehen werden. Seine Anwendung hat Vorteile bei Netzwerken mit vielen Zwei-
gen und wenigen Knoten sowie in Féllen, wo zahlreiche Stromquellen im Netzwerk
enthalten sind. AuBerdem hat das Knotenpotenzialverfahren Vorteile beim Einsatz in
Schaltungssimulationsprogrammen.

Als beispielhaftes Netzwerk wird die Schaltung in Abbildung 4.8 herangezogen, die
durch Umwandlung der Spannungsquellen in Stromquellen aus Abbildung 4.3 her-
vorgegangen ist.

Bei den weiteren Betrachtungen wollen wir uns zunéchst auf Netzwerke mit R-, L-,
C-Elementen sowie Konstantstromquellen beschrianken.

Abbildung 4.8: Netzwerkbeispiel mit Referenzknoten D und Knotenspannungen U kq, U k2, U k3

4.3.1 Knotenpotenziale und Knotenspannungen

Wir ordnen zunéchst jedem Knoten im Netzwerk ein Potenzial zu, gehen also bei
unserer beispielhaften Schaltung in Abbildung 4.8 von den Potenzialen YA PB PC
¢pan den K = 4 Knoten aus, die mit den Buchstaben A, B, C, D gekennzeichnet sind.

Im néchsten Schritt wihlen wir einen der Knoten als Bezugs- oder Referenzknoten
aus und definieren fiir die iibrigen K — 1 Knoten sogenannte Knotenspannungen als
Potenzialdifferenzen zwischen den betreffenden Knoten und dem Referenzknoten.
Im vorliegenden Fall erkldren wir den Knoten D zum Referenzknoten und erhalten
die drei Knotenspannungen:

Un=¢a—¢p:Ue=9¢5—¢p: Us=9¢c—¢p (4.13)

Aus Abbildung 4.8 ist leicht ersichtlich, dass jede Zweigspannung durch eine oder
(iber einen Maschenumlauf) durch mehrere Knotenspannungen ausgedriickt wer-
den kann. Diese Verkniipfung von Zweigspannungen und Knotenspannungen wird
durch das nachfolgende Gleichungssystem wiedergegeben. Zu beachten ist dabei,
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dass gemdB Abbildung 4.2 Zweigspannungen und Zweigstrome in einem Zweig
immer dieselbe Richtung haben.

U= -Uxn +Uk
Qz = QKl —QKs
Qs = QKl
(4.14)
Us= Uk —Ucks
Q5 = QKs
QG = QKZ

Wir koénnen das Gleichungssystem wieder in Matrixschreibweise darstellen und
erhalten die Inzidenzmatrix B als Verkniipfung zwischen dem Spaltenvektor U der
Zweigspannungen und dem Spaltenvektor U , der Knotenspannungen:

-1

=
[

(4.15)

O OO R
_ O =, OO
o

Auch hier treten in der Inzidenzmatrix fiir die Matrixelemente b;; nur die Werte
0,4+1,—1 auf, und zwar abhéngig davon, ob bei den einzelnen Maschenumldufen
die betreffende Knotenspannung verwendet wird und ob Richtungen von Maschen-
umlauf und jeweiliger Knotenspannung gleich- oder gegensinnig sind.

So, wie beim Maschenstromverfahren durch Einfithrung der Maschenstrome die
Kirchhoff’schen Knotengleichungen von vornherein erfiillt sind, sind beim Knoten-
potenzialverfahren durch Einfiihrung der Knotenspannungen die Kirchhoff’schen
Maschengleichungen von vornherein erfiillt. Mit den K —1 Knotenspannungen
haben wir wieder einen kompakten Satz von Unbekannten eingefiihrt, fiir die wir
durch Aufstellung der K —1 voneinander linear unabhéngigen Kirchhoff’schen
Knotengleichungen eine Losung finden kénnen.

Zunéchst stellen wir die K — 1 = 3 Knotengleichungen fiir die Knoten A, B, C unse-
res Beispielnetzwerkes mit Hilfe der Zweigstrome auf, wobei abflieBende Stréme ein
positives Vorzeichen erhalten:

I, + I, + I3 = 0 -1 1 1 0 0 0
I. + I, + I¢ = 0 oder 1 0 0 1 0 1]-I=0 (4.16)
I, + I, + Is = 0 0 -1 0 -1 1 0

Die Matrixdarstellung dieser Gleichungen zeigt, dass die Zweigstrome iiber die Trans-
ponierte der Inzidenzmatrix B miteinander verkniipft sind:

BT.U=o0 (4.17)

Dieselben Knotengleichungen koénnen wir als Funktion der Zweigspannungen
aufstellen, indem wir die Verkniipfungen zwischen den Zweigstromen und den
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Zweigspannungen nach Gleichung (4.1) verwenden. (Es ergibt sich zum Beispiel
I, =Y, U+ I, usw.)Damit lauten die Knotengleichungen:
Y, Ui +Yo Us+Ys-Us=Ipn+1g
Y Ui +Y, - Us+Ye-Us=—1Ipn
Y, Up+Y4 - Us+Y;5-Us=0 (4.18)

Werden nun noch mit Hilfe der Gleichungen (4.14) die Zweigspannungen im Glei-
chungssystem (4.18) durch Knotenspannungen ersetzt, so ergibt sich das gesuchte
inhomogene Gleichungssystem zur Berechnung der zunéchst unbekannten Knoten-
spannungen (in Matrixschreibweise):

Y +Y,+ Y3 Y, -Y, Uk Loy +1g3
-Y, Y, +Y,+ Y5 -Y, Uk | = —1q
=Y, Y, Y, +Ys+Ys) \Uxs 0
(4.19)

Dieses inhomogene Gleichungssystem kann mit Methoden der linearen Algebra nach
den Knotenspannungen aufgelést werden. Sind die Knotenspannungen bekannt, so
konnen wir mit den Gleichungen (4.14) daraus alle Zweigspannungen und mit Glei-
chung (4.1) alle Zweigstrome im Netzwerk ausrechnen.

Durch Einfiihrung der Knotenspannungen haben wir erreicht, dass lediglich ein
Gleichungssystem von drei Gleichungen mit drei Unbekannten aufzustellen bzw. zu
l6sen ist.

Der etwas umstdndliche Weg zur Aufstellung des Gleichungssystems, den wir hier
zum Zweck der anschaulichen Herleitung gewidhlt haben, kann abgekiirzt werden,
wenn wir uns die BildungsgesetzmaBigkeiten der Matrixgleichung vor Augen gefiihrt
haben. Dabei ist zu beachten, dass jede Zeile des Gleichungssystems bzw. der Matrix-
gleichung einem Knoten des Netzwerks zugeordnet ist.

In den Hauptdiagonalelementen Y ; der Matrix der Admittanzen stehen die Sum-
men aller Netzwerkadmittanzen, die an den betreffenden Knoten angeschlossen
sind.

Die Matrix der Admittanzen ist symmetrisch zur Hauptdiagonale, solange keine
gesteuerten Quellen im Netzwerk vorhanden sind.

Die Elemente Y j; auBlerhalb der Hauptdiagonale werden durch die negativen Sum-
men derjenigen Admittanzen gebildet, die auf dem Pfad zwischen dem Knoten i
und dem Knoten j liegen.

Der Spaltenvektor auf der rechten Seite der Matrixgleichung enthélt (vorzeichen-
richtig) die Summe der Quellenstréme aller an den jeweiligen Knoten angeschlos-
senen Zweige. Dem Knoten zufliefende Stréme gehen mit positivem Vorzeichen
ein.
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Grundsitzliche Vorgehensweise beim Knotenpotenzialverfahren:

B Referenzknoten und K — 1 Knotenspannungen festlegen
B Beziehungen zwischen Knoten- und Zweigspannungen aufstellen

B Kirchhoff’sche Knotenregel auf K — 1 Knoten anwenden mit Knotenspannun-
gen als Variablen

B Lineares Gleichungssystem 16sen

B Zweigspannungen iiber Inzidenzmatrix aus den Knotenspannungen berech-
nen

B Zweigstrome ermitteln (iiber Strom-/Spannungsbeziehungen fiir die einzelnen
Zweige)

4.3.2 Festlegung der Knotenspannungen

Fiir die Anwendung des Knotenpotenzialverfahrens ist im Prinzip der Referenzkno-
ten frei wahlbar. Meist wird ein zentraler Knoten gewdhlt, der moglichst viele direkte
Verbindungen zu anderen Netzwerkknoten hat. Das ist in vielen Netzwerken der
Masseknoten.

Die Vollstdndigkeit und lineare Unabhéngigkeit des Gleichungssystems kann sehr
einfach sichergestellt werden. Im Netzwerk mit K Knoten wird ein Referenzknoten
ausgewdhlt, und es sind K — 1 Knotenspannungen notwendig und hinreichend zur
vollstandigen Netzwerkbeschreibung.

Da der vollstdndige Baum eines Netzwerks genau K — 1 Baumzweige enthilt, ist es
ein sicheres Verfahren, die Spannungen an den K — 1 Baumzweigen als Knotenspan-
nungen auszuwéhlen. Jede Knotenspannung erstreckt sich dann iiber genau einen
Baumzweig. Der Baum wird dabei nach Mdglichkeit so erstellt, dass die Baumzweige
von einem zentralen Referenzknoten aus direkt zu den iibrigen Knoten verlaufen.

In Abbildung 4.9 ist ein Netzwerkbeispiel mit K = 7 Knoten und Z = 14 Zweigen
skizziert und ein Baum in der beschriebenen Weise eingezeichnet.

(Ubrigens: Fiir das Maschenstromverfahren wiren bei diesem Netzwerk
Z — (K —1) = 8 Maschenstréme erforderlich, beim Knotenpotenzialverfahren rei-
chen K — 1 = 6 Knotenspannungen!)

Jede Zweigspannung an einem unabhingigen Zweig kann mit einem eindeutigen
Maschenumlauf ausschlieBlich tiber Baumzweige (Knotenspannungen) ermittelt wer-
den.

Fiir jeden Baumzweig (und die zugehorige Knotenspannung) kann also in eindeutiger
Weise ein Schnitt durch das Netzwerk gelegt werden, bei dem nur dieser eine Baum-
zweig geschnitten wird. Dieser Schnitt definiert einen Knoten oder Superknoten und
die zugehorige Kirchhoff’sche Knotengleichung.

Wie erwéhnt, ist es beim Knotenpotenzialverfahren in der Regel vorteilhaft, einen
sternférmigen Baum mit einem zentralen Referenzknoten zu wihlen, der in der Regel
identisch mit dem Masseknoten ist.
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a) b)

Abbildung 4.9: a) Graph eines Netzwerks mit 7 Knoten und 14 Zweigen b) Baum fiir dieses Netzwerk mit zentralem
Referenzknoten

Es gibt jedoch auch Félle, bei denen kein Knoten gefunden werden kann, von dem aus
alle anderen Knoten direkt erreicht werden kénnen. In Abbildung 4.10 ist ein solcher
Fall beispielhaft skizziert. In diesen Féllen gehen wir weiterhin so vor, dass Knoten-
spannungen entlang von Baumzweigen gewdhlt werden, auch wenn sie nicht alle
vom Referenzknoten ausgehen, wie das im Beispiel fiir den Baumzweig 5 der Fall ist.
(Diese Verallgemeinerung des Knotenpotenzialverfahrens wird in der Literatur auch
als Schnittmengenanalyse bezeichnet.) Da der Baumzweig 4 kein offenes Ende hat,
wird in diesem Fall ein Superknoten definiert, der wiederum nur den zugehorigen
Baumzweig und sonst nur unabhéngige Zweige schneidet. Fiir diesen Superknoten
kann nun die zum Baumzweig 4 und zur zugeordneten Knotenspannung die gehorige
Kirchhoffsche Knotengleichung aufgestellt werden.

b)

a)

Abbildung 4.10: a) Graph eines Netzwerks mit 6 Knoten und 11 Zweigen b) Baum fiir dieses Netzwerk mit Refe-
renzknoten, der kein zentraler Knoten ist

4.3.3 Quellen und Ubertrager im Netzwerk

Auch hier wollen wir die Beschrankung auf Netzwerke mit R-, L-, C-Elementen sowie
Konstantstromquellen autheben und unsere Betrachtung auf Schaltungen mit gesteu-
erten und konstanten Quellen sowie Ubertragern ausdehnen.
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Konstantstromquellen:

B Es ist zweckméBig, beim Knotenpotenzialverfahren den Baum fiir ein Netzwerk so
zu wihlen, dass die Konstantquellen ausschlieBlich in Baumzweigen liegen. Dann
kommt jede Quelle nur in der zu diesem Baumzweig gehdrenden Knotengleichung
VOr.

Konstantspannungsquellen:
B Konstantspannungsquellen werden vor der Netzwerkanalyse in Konstantstrom-
quellen umgewandelt (siehe Kapitel 2).

B Bei Z; = 0 ist eine direkte Umwandlung der Spannungsquelle in eine Stromquelle
nicht méglich. Dieses Problem kann jedoch durch Quellenteilung und Quellenver-
setzung behoben werden.

Gesteuerte Quellen:
B Alle gesteuerten Quellen werden zunéchst in knotenspannungsgesteuerte Strom-
quellen umgewandelt.

B Bei Aufstellung des Gleichungssystems werden sie zunédchst wie Konstantstrom-
quellen behandelt und werden zu Elementen des Stromvektors auf der rechten
Seite der Matrixgleichung (Vergleiche: Gleichung (4.19)).

B In einem nachfolgenden Rechenschritt wird die Abhédngigkeit der gesteuerten
Quellen von den Knotenspannungen eingesetzt und auf der linken Gleichungs-
seite in der Admittanzmatrix berticksichtigt.

Ubertrager:

B Fiir Ubertrager im Netzwerk kann eine Ersatzschaltung mit zwei spannungsge-
steuerten Stromquellen verwendet werden (Abbildung 4.11). Die Admittanzen
im Ersatzschaltbild koénnen leicht aus den iiblichen Ubertragergleichungen in
Impedanzform durch Invertierung des Gleichungssystems gewonnen werden.

Il 2

o= /LY " /L <=0
112" Y2
l_ﬂl Z“[] \r\r Y. -U\? []222 ll—]2
o Z21 1 °

Abbildung 4.11: Ubertrager-Ersatzschaltung mit spannungsgesteuerten Stromquellen

4.3.4 Matrixdarstellung

Auch beim Knotenpotenzialverfahren kénnen wir bei Verwendung der Matrixdarstel-
lung in sehr einfacher und tibersichtlicher Form zu dem Gleichungssystem kommen,
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das eine Berechnung der gewéhlten Knotenspannungen und damit eine vollstandige
Analyse des Netzwerks ermoglicht:

Verkniipfung von Zweigspannungen und Knotenspannungen:
U=B-U, mit Inzidenzmatrix B [Z x (K —1)] (4.20)
Aufstellung der Kirchhoff’schen Knotengleichungen:
B I=0 [K — 1 Gleichungen] (4.21)
Verkniipfung von Zweigstromen und -spannungen:

I=Y -U-I, [Y ist Diagonalmatrix der Zweigadmittanzen] (4.22)

Einsetzen von Gleichung (4.20) in (4.22) und Einsetzen der entstandenen Glei-
chung in Gleichung (4.21) ergibt das Gleichungssystem fiir die Knotenspannun-
gen:

B"Y -B-U,=B"-1,  [K—1Gleichungen] (4.23)

Die MatrixB'-Y -B=Y x wird als Knotenadmittanzmatrix bezeichnet.

Das Gleichungssystem kann wiederum nach geeigneter Vorbereitung des Netzwerks
gemdl Kapitel 4.3.2 und 4.3.3 und unter konsequenter Beachtung aller Vorzeichen
direkt aus den einfach zu erstellenden Teilmatrizen entsprechend Gleichung (4.23)
aufgestellt werden. Damit liegen gute Voraussetzungen fiir eine automatisierte Schal-
tungsanalyse vor.

ZUSAMMENFASSUNG

B Durch Einfiihrung von Maschenstromen bzw. Knotenpotenzialen als Variablen
entstehen bei der Analyse von Netzwerken kompaktere Gleichungssysteme
im Vergleich zu der konventionellen Schaltungsanalyse mit Kirchhoff’schen
Maschen- und Knotengleichungen.

B Das Maschenstromverfahren und das Knotenpotenzialverfahren sind zwei
zueinander duale Verfahren, die alternativ zur Netzwerkanalyse eingesetzt
werden konnen. Bei stark vernetzten Netzwerken mit vergleichsweise vielen
Zweigen und wenigen Knoten fithrt das Knotenpotenzialverfahren zu kom-
pakteren Gleichungssystemen und eignet sich auch etwas besser fiir den Ein-
satz in Schaltungssimulationsprogrammen.

B Durch geeignete Umwandlungen konnen bei beiden Verfahren alle Formen
von konstanten oder gesteuerten Quellen sowie Ubertrager im Netzwerk
berticksichtigt werden.

B Mit Hilfe der Graphendarstellung und der Festlegung von zweckméaBigen
Baumstrukturen kénnen sehr einfach und zuverlassig vollstandige Sétze linear
unabhéngiger Maschenstrome bzw. Knotenpotenziale festgelegt werden, die
zu kompakten und iibersichtlichen Gleichungssystemen fiihren.
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B Wegen der einfachen und eindeutigen Bildungsgesetze ist die Aufstellung von
Gleichungssystemen zur Schaltungsanalyse bei beiden Verfahren sehr einfach
moglich und kann fiir die Nutzung in Schaltungssimulationsprogrammen for-
malisiert werden.

Literatur: [7], [14], [24]

4.4 Ubungsaufgaben Bhone

Aufgabe 4.1: Maschenstrom- und Knotenpotenzialverfahren

B Analyse der Schaltung in Abbildung 4.12 mit dem Maschenstromverfahren:

- Zeichnen Sie den Graphen des Netzwerks und geben Sie drei unterschiedli-
che vollstdndige Bdume der Schaltung an!

— Wihlen Sie fiir die weitere Bearbeitung der Aufgabe einen Baum aus und
zeichnen Sie geeignet die Maschenstrome I, , und die Zweigstréme [, ein!
(n,v eN)

Stellen Sie weiterhin die Inzidenzmatrix A auf und geben Sie damit eine
Beziehung zwischen dem Vektor der Zweigstrome im Netzwerk I und dem
Vektor der Maschenstréme I, an!

B Analyse der Schaltung in Abbildung 4.12 mit dem Knotenpotenzialverfahren:

— Wandeln Sie die Schaltung in Abbildung 4.12 nun derart um, dass sie mit
der Knotenpotenzialanalyse untersucht werden kann. Geben Sie jeweils den
Wert der umgewandelten Komponenten der Schaltung an!

Zeichnen Sie das resultierende Schaltbild und beschriften Sie alle Kompo-
nenten, Strome, Spannungen und Knoten im Netzwerk!

- Stellen Sie die Inzidenzmatrix B auf und geben Sie damit eine Beziehung

zwischen dem Vektor der Zweigspannungen im Netzwerk U und dem Vektor
der Knotenspannungen U an!

i Q)

I v

<

R, =43 R¢
Ry R3

C—) ©)
< -
Ugn Yq2

(~) —

— R 5

a1

Abbildung 4.12: Netzwerk mit K Knoten und Z Zweigen

119



Analyse von Netzwerken

- Geben Sie die Knotenadmittanzmatrix Y, sowie den Vektor der Quellen-
strome I, ohne Zwischenrechnung an!

Aufgabe 4.2: Beschreibung eines Netzwerkes mit Maschenstromen

Gegeben ist folgendes Matrixgleichungssystem mit den Maschenstromen I,,1,,1,,1,:

Ry + R, + Rg —R, 0 —Ryg I Un
—-R, R+ Z,+ Ry —R, 0 I 0
0 “R, Ry + Z; + Re R L™ |-u,
—Ry 0 —Rs Ri+R, +Rs || L 0

B Geben Sie die Anzahl der Maschen des Netzwerks an!

B Zeichnen Sie die vollstindige Schaltung des Netzwerks, bezeichnen Sie alle Bau-
elemente und zeichnen Sie alle Maschenstrome vorzeichenrichtig zueinander ein!

Aufgabe 4.3: Knotenpotenzialverfahren

Gegeben ist die Schaltung in Abbildung 4.13, der Knoten 0 soll hierbei als Bezugs-
knoten gewihlt werden.
B Zeichnen Sie die Knotenspannungen Uy, , Uy,, Uy, in Abbildung 4.13 ein!
Geben Sie allgemein das Gleichungssystem (B”-Y-B)-U, = (Bqu] moglichst ohne
Zwischenrechnung an!

—(~— I
Knoten @ - < (D Knoten
Ry
I3
Is Is
Rs C [] R4
L
Ry
Knoten (3) — 1 (0) Bezugsknoten
I
_6,},_
1,2

Abbildung 4.13: Zu untersuchende Schaltung mit Hilfe des Knotenpotenzialverfahrens
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