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Kaditel 5 — Einfluss des Rauschens auf analoge Kommunikationssysteme
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Abbildung 5.8: Vergleich zwischen exakter und approximierter PLL
erster Ordnung (linear) bezlglich der Phasenvarianz des VCO nach
Viterbi (1966)

Quadrierungsschleife

Nachdem die Wirkung von Rauschen auf die Funktionsweise einer PLL dargelegt wor-
den ist, kommen wir auf das Problem der Tragersynchronisation basierend auf dem in
Abb. 5.9 veranschaulichten System zurtick. Durch Quadrieren des empfangenen Signals,
das einen Frequenzanteil um 2 f, erzeugt, wird die Rauschleistung am Eingang der PLL
erhoht und somit die Varianz des Phasenfehlers vergrof3ert.

Um diesen Aspekt zu vertiefen, nehmen wir an, dass der Eingang zu dem Quadrierer
u(t) +n(t) sei. Folglich ist der Ausgang

y(1) = u®(t) 4 2u()n(t) + n?(1) (5.2.24)

Die Rauschterme sind 2u(t)n(r) und n2(¢). Durch die Berechnung der Autokorrelation
sowie der Leistungsspektraldichte dieser zwei Rauschanteile kann bewiesen werden, dass
diese Anteile jeweils eine Spektralleistung im Frequenzband um 2 f,. aufweisen. Folglich
ldsst das Bandpassfilter mit der Bandbreite Bpeq, welcher um 2 f. zentriert ist und den
erwiinschten monochromatischen Anteil erzeugt, der die PLL antreibt, aufgrund dieser
zwei Rauschterme auch Rauschstérungen durch.

Die Bandbreite der Schleife wird wesentlich kleiner als die Bandbreite By, des Band-
passfilters gew#hlt, so dass das Gesamtrauschspektrum am Eingang der PLL innerhalb
der Schleifenbandbreite als Konstante approximiert werden kann. Mit Hilfe dieser Na-
herung ist es moglich die Varianz des Phasenfehlers auf eine unkomplizierte Weise



5.2 Schéatzung der Tragerphase mittels einer PLL
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Abbildung 5.9: Wiederherstellung des Tragers mittels quadratischer
Nichtlinearitat

auszudriicken: |
2
o5 = 5.2.25
Y oLStL ( )
wobei Sz als Quadrierungsverlust bezeichnet wird und gegeben ist durch
1
S =————5+— (5.2.26)
1 + Bbp/g zLBneq

Da S; <1, nimmt die Varianz des Phasenfehlers zu, was auf die hinzugefiigte Rausch-
leistung, bedingt durch das Quadrieren, zuriickzufiihren ist. Wenn zum Beispiel o7 =
Bpp /2 Bneq, ist ein Verlust von 3 dB nachzuweisen, was einer Zunahme der Varianz in
der Einschédtzung um den Faktor Zwei entspricht.

SchlieBlich ist zu beobachten, dass der Ausgang des VCO in der quadrierten Schleife in
der Frequenz durch den Faktor Zwei dividiert und in der Phase um 90° gedreht werden
muss, um das Tréagersignal fiir die Demodulation des empfangenen Signals zu erzeugen.

Costas-Schleife

Ein zweites Verfahren fiir die Generierung eines Trigers mit geeigneter Phase fiir ein
DSB-SC-AM-Signal ist in dem Blockschaltbild in Abb. 5.10 dargestellt. Das empfangene
Signal

r(t) = Acm(t) cosm fot + ¢) + n(t)

wird mit cos(27 ft + ¢) und sin(2x f.r + ¢), den Ausgingen des VCO, multipliziert.
Die zwei Produkte sind

ye(®) = [Acm(t) cos2r fet + @)
+nc(t) cos 27 fot — ng(t) sin 27 f.t] cosRm fof + @)
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Abbildung 5.10: Blockdiagram der Costas-Schleife

A 1
= TCm(t) cos Ap + E[nc(t) cos ¢ + ny(t) sin @]

+ Terme mit zweifacher Frequenz

ys() = [Acm(t) cosQmfct + @)

(5.2.27)

+nc(t) cos 27 fot — ng(t) sin 27 f 1] sinRr fot + @)

A 1 . «
= TCm(t) sin Ap + E[nc(t) sin ¢ — ng(t) cos @]

+ Terme mit zweifacher Frequenz

(5.2.28)

wobei A¢p = ¢ — ¢. Die Doppelfrequenzterme werden mit Hilfe von Tiefpassfiltern

herausgefiltert, die den Multiplizierern folgen.

Ein Fehlersignal wird durch das Multiplizieren der zwei Ausgénge y. () und y;(¢) der

Tiefpassfilter erzeugt. Somit

e(t) = y.()yy(r)
2

AC 2 . AC A . A .
= ?m (t)sin2A¢p + Tm(t)[nc(t) cos @ + ng(t) sin @] sin Ag

A
-+7fnunp%a)gn¢-—ngncoséymsAw

1 . A A N
+ Z[nc(t) cos @ + ng(t) sin @][n.(t) sin @ — ng(t) cos @]

Dieses Fehlersignal wird durch den Schleifenfilter gefiltert, dessen Ausgang die Steuer-

spannung ist, die den VCO antreibt.



5.3 Einfluss des Rauschens auf die Winkelmodulation

Es ist festzustellen, dass das Fehlersignal im Schleifenfilter aus einem gewiinschten Term
(Agmz(t) /8) sin 2A ¢ und zusétzlichen Termen, die Signal x Rauschen und Rauschen x
Rauschen enthalten, besteht. Diese dhneln den zwei Rauschtermen am Eingang der PLL
beim Quadrierverfahren. Ist das Schleifenfilter in der Costas-Schleife identisch mit je-
nem, der in Quadrierungsschleifen verwendet wird, sind die zwei dquivalent. Unter diesen
Bedingungen sind PDF des Phasenfehlers sowie Funktionsweisen der Schleifen iden-
tisch.

AbschlieBend ist zu bemerken, dass Quadrierungs-PLL und Costas-PLL zwei praktische
Verfahren fiir das Ableiten einer Tragerphaseneinschatzung in der synchronen Demodu-
lation eines DSB-SC-AM-Signals sind.

5.3 Einfluss des Rauschens auf die
Winkelmodulation

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften der winkelmodulierten Signale, die durch
additives weiles gauB3sches Rauschen kontaminiert sind, untersucht und in Bezug auf
deren Leistungsfihigkeit mit amplitudenmodulierten Signalen verglichen. Bei der Am-
plitudenmodulation muss beachtet werden, dass die Nachrichteninformationen in der
Amplitude des modulierten Signals enthalten sind. Da das Rauschen additiv ist, wird
es direkt zum Signal hinzugefiigt. Dagegen wird bei frequenzmodulierten Signalen das
Rauschen zur Amplitude addiert, wéhrend die Nachrichteninformationen in der Frequenz
des Signals enthalten sind. Deswegen wird die Nachricht durch additives Rauschen zu
einem Ausmal kontaminiert, das der Verdnderung der Frequenz des modulierten Signals
entspricht. Die Frequenz eines Signals kann durch Nulldurchginge beschrieben werden.
Somit ist es moglich den Einfluss des additiven Rauschens auf demodulierte FM-Signale
durch die Verschiebung der Nulldurchginge im modulierten FM-Signal auszudriicken. In
Abb. 5.11 ist dieser Effekt anhand von zwei Signalen aufgefiihrt — mit hoher bzw. gerin-
ger Leistung. Aus der genannten Erlauterung und Abb. 5.11 sollte klar werden, dass die
Wirkung von Rauschen auf FM-Systeme weniger Einfluss nimmt als auf AM-Systeme.
Zusétzlich ist zu erkennen, dass Rauschen FM-Systeme mit niedriger Leistung deutlich
starker beeintrachtigt als Systeme mit hoher Leistung. Die in diesem Kapitel aufgefiihrten
Analysen stiitzen und verifizieren diese Beobachtungen.

Das Blockschaltbild eines Empfangers fiir ein winkelmoduliertes Signal ist in Abb. 5.12
zu sehen. Das winkelmodulierte Signal2 wird wie folgt dargestellt:

u(t) = AccosQmfet + ¢(t))
B Accos (2 fot 4 2mky fioom(r) dr), FM 53.1)
| Accos@rfut + kpm(n)). PM -

Das additive weifle gauB3sche Rauschen ny, () wird zu u(¢) addiert und das Ergebnis durch
ein rauschbegrenzendes Filter {ibertragen, dessen Aufgabe darin besteht, die Rauschan-

2 Mit dem Ausdruck ,,moduliertes Signal*“ beziehen wir uns auf das Signal, das am Empfianger
vorhanden ist. Deshalb steht die Signalleistung fiir jene Leistung, die im empfangenen Signal
enthalten ist, und nicht fiir die Ubertragungsleistung.
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Kaditel 5 — Einfluss des Rauschens auf analoge Kommunikationssysteme

(a)
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Abbildung 5.11: Einfluss des Rauschens auf die Nulliibergange von
modulierten Signalen (a) schwacher Leistung und (b) starker Leistung

BW=B, BW=W ( S )

u(t)+n,,(t) r()=u(t)+n(?) Winkel- y(?) N/

— BPF TPF —
demodulator

Abbildung 5.12: Blockdiagramm eines Empfangers fir allgemeine
Winkelmodulation

teile zu entfernen, die auBBerhalb des Bandes liegen. Die Bandbreite des Filters und des
modulierten Signals sind identisch, was den positiven Nebeneffekt hat, dass das modu-
lierte Signal ohne Verzerrung durchgeleitet wird. Da aber die Rauschanteile auB3erhalb
des Bandes beseitigt werden, ist das Rauschen am Ausgang des Filters ein gauBsches
Bandpassrauschen, das durch n(¢) dargestellt wird. Der Ausgang dieses Filters ist

r(t) = u)+n()
= u(t) +nc(t)cos2mfot — ng(t)sin 2w f,t (5.3.2)

Wie bei konventionellen AM-Rauschanalysen ist eine prizise Untersuchung aufgrund
der Nichtlinearitit des Demodulationsprozesses kompliziert. Wir setzen voraus, dass die
Signalleistung viel hoher als die Rauschleistung ist. Wenn nun das Bandpassrauschen

dargestellt wird als
(7
Vn2() + n2(t) cos <2nfct + arctan s ( )>
ne(t)

= V,y(t) cosQufot + ®p(1)) (5.3.3)

n(t)

wobei V,, (1) und @, (¢) jeweils die Einhiillende und Phase des Bandpassrauschprozesses
darstellen, bedeutet die Annahme, dass das Signal bedeutend gréBer als das Rauschen
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ist, Folgendes:
p(Va(t) < Ap) = 1 (5.3.4)

Die Zeigerdiagramme des Signals und des Rauschens sind in Abb. 5.13 zu sehen.

Im

V(1) sin (@,,(1) 2 ¢ (1))
V)

(1)
V(1) cos (®,(1) 2 ¢ (1)
A () - (D)

¢ 6] (I)n(t)

Re

Abbildung 5.13: Zeigerdiagramm fiir das Signal und das Rauschen in
einem Winkelmodulationssystem

Aus dieser Abbildung wird deutlich, dass Folgendes geschrieben werden kann:

r(t) =~ <AC + V. (t) cos(®, () — go(t))) cos <2nfct + @(1)

-+ arctan

V(1) sin(Py (1) — ¢(1)) >
Ac + Vn(t) COS(@n(l‘) - ¢(I))

~ (AC + Vi (7) cos(@, (1) — so(t))>
Vi (1)

c

X COS <2nfct + () + sin(®,, (t) — (p(t)))

Der Demodulator bearbeitet dieses Signal. Sein Ausgang wird, je nachdem ob es ein
Phasen- oder Frequenzdemodulator ist, die Phase oder die augenblickliche Frequenz die-
ses Signals sein.> Wenn man daher beachtet, dass

o) — { kpm(t), PM

; (5.3.5)
2ky [T m(t)dt, FM
ist der Ausgang des Demodulators gegeben durch

kpm(t) + Y, (1), PM
y@o) = 1 d
kpm(t) + 77 ¥ (@), FM

3 Natiirlich ist bei FM der Demodulatorausgang die augenblickliche Frequenzabweichung des
Signals v(¢) von der Tréagerfrequenz f..
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kpm (1) + L2 sin(@, (1) — ¢ (1)), PM 536
kpm(@) + 2 %48 sin(@,() — 9(0), FM -
wobei zuvor festgelegt wurde, dass
def Va() .
Ya() = = sin(@n(0) — 9(0) (5.3.7)

c

Der erste Term in den Gleichungen (5.3.5-5.3.7) ist der erwiinschte Signalanteil, der
zweite Term ist der Rauschanteil. Dieser Ausdruck veranschaulicht, dass der Rauschan-
teil umgekehrt proportional zur Signalamplitude A ist. Daher gilt: Je hoher das Signal-
niveau, desto niedriger ist sein Rauschniveau. Dies stimmt mit der intuitiven Argumen-
tation iiberein, die am Anfang dieses Abschnitts, basierend auf Abb. 5.11, formuliert
wurde. Es ist anzumerken, dass dies nicht auf die Amplitudenmodulation iibertragbar ist.
In AM-Systemen ist der Rauschanteil unabhiangig vom Signalanteil und eine Skalierung
der Signalleistung beeinflusst nicht die empfangene Rauschleistung.

Wir werden nun die Eigenschaften der Rauschkomponente untersuchen, die gegeben ist
als

Va(®) .
@) = 1 sin(P, (1) — ¢(1))

c

= AL[VH (t) sin @,,(t) cos p(t) — V,(t) cos @, (t) sin ¢(t)]

1 .
= 0 [ns(t) cos (1) — nc(t) sinp(1)] (5.3.8)
c
Die Autokorrelationsfunktion dieses Prozesses ist gegeben als

1
EY,t+0)Y,(1)] = EE[RM (7) cos(e(1)) cos(p(r + 1))

c

+ Ry (7) sin(g(t + 1)) sin(p(1)) ]

= %Rnc(t)E[cos((p(t + 1) —0))] (5.3.9)
C

wobei die Tatsache beriicksichtigt wurde, dass der Rauschprozess stationdr ist und
R, (t) = R, (v) sowie R, , () = 0 [siehe Gleichung (4.6.1) und Beispiel (4.6.1)]. Wir
nehmen nun an, dass die Nachricht m(¢) eine Probefunktion eines mittelwertlosen sta-
tiondren gauB3schen Prozesses M (t) mit der Autokorrelationsfunktion Rys(7) sei. Dann
ist sowohl bei der PM als auch bei der FM-Modulation ¢(¢#) eine Probefunktion eines
mittelwertlosen stationdren gaullschen Prozesses @ (¢). Fiir PM ist dies offensichtlich,

weil
D(t) =kp,M(1) (5.3.10)

und fiir FM gilt
t
D(t) = anf[ M(t)dr (5.3.11)
—0oQ

Beachtet man, dass f i oo €ine lineare zeitlich invariante Operation darstellt, wird deutlich,
dass in diesem Fall @(z) der Ausgang eines LTI-Systems ist, dessen Eingang ein mittel-
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wertloser stationdrer gauBscher Prozess ist. Folglich ist @ (¢) ebenfalls ein mittelwertloser
stationirer gaullscher Prozess.

An einer beliebig festgesetzten Zeit ¢ ist die Zufallsvariable Z(¢, 1) =@t + 1) — @ (¢)
die Differenz zwischen den beiden gauBBschen Verbundzufallsvariablen. Deswegen ist sie
selbst eine gausche Zufallsvariable mit einem Mittelwert von null und der Varianz

02 = E[®%(t+1)]+ E[®*(1)] — 2Re (1)
= 2[R (0) — Ro(7)] (5.3.12)

Wird nun dieses Ergebnis in Gleichung (5.3.9) eingesetzt, erhalt man

EY,t + )Y, (0)] = %Rnc(f)E[COS(@U +17)—2@1)]

1 )
= R (ORe[E/CFI700)]

C

1 .
_ JZ(t,7)
= %Rnc(r)Re[Ee ]

1
— —(Ro(0)—Rop (7))
= A% Ry, (‘E)Re[e @ @ ]

1
_ ~(Ro (0)—Ro (1))
= A%Rnc(r)e o (0)—Ro (5.3.13)

wobei Gleichung (4.1.15) benutzt worden ist. Dieses Resultat beweist, dass unter der
Annahme einer stationdren gaufschen Nachricht der Rauschprozess am Ausgang des
Demodulators ebenfalls ein stationdrer Prozess ist, dessen Autokorrelationsfunktion wie
oben gegeben ist und seine Leistungsspektraldichte

Sy(f) = F[Ry(D)]

1 _ _
- g[A_anc(r)e (R (0) Rw»}

C

- F[ Ry, (z)eRe @]

= £ 9[R,.(mem)]

e

= A—gSnc(f) *G(f) (5.3.14)

ist, wobei g(7) = ¢®¢(™ und G(f) seine Fourier-Transformationen sind.

Es kann bewiesen werden (siche Aufgabe 5.12), dass die Bandbreite von g(t) die Hélfte
der Bandbreite B, eines winkelmodulierten Signals belegt, die fiir hohe Modulationsin-
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dizes deutlich grofer als W (Nachrichtenbandbreite) ist. Da die Bandbreite eines win-
kelmodulierten Signals als der Frequenzbereich definiert wurde, der 98 % bis 99 % der
Signalleistung enthélt, ist G(f) in der Umgebung von | f| = % sehr klein, was zu Fol-
genden fiihrt:

B¢
No, |fl<F

0, sonst

Sn () = (5.3.15)

Ein typisches Beispiel von G(f), S,.(f) und das Resultat ihrer Faltung ist in Abb. 5.14

dargestellt. Weil G(f) in der Umgebung von | f| = % sehr klein ist, hat das resultierende
Sy (f) ein nahezu flaches Spektrum fiir | f| < W (Bandbreite der Nachricht).

G(f)

-B,/2 -w w B2 !

C

-B./2 -w w B2 f

8, () *G(f)

\ \ \ \
-B./2 -w w B2 f

Abbildung 5.14: Typische Verlaufe von G(f), Sy, (f) und den
entsprechenden Faltungen

Aus Abb. 5.14 wird deutlich, dass fiir alle | f| < W, Folgendes gilt:
—Re (0)

Sy(f) = eTSnxf) «G(f)
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e Ro (0) =
_ / G(f)df

¢—Ro(0)

A2

c

2

No fW G(f)df

- 0 (5.3.16)

Es sollte beachtet werden, dass Gleichung (5.3.16) eine angemessene Naherung nur fiir
| fI < W ist. Dies bedeutet, dass fiir | f/| < W die Spektren der Rauschanteile in PM
sowie FM gegeben sind durch

Sn, () % oM (5.3.17)
no IX_EZ)f2’ FM D

wobei von der Tatsache Gebrauch gemacht wurde, dass der Rauschanteil in FM durch
% % Y, (t) gegeben ist, wie bereits aus Gleichung (5.3.6) hervorging. Das Leistungsspek-
trum des Rauschanteils am Ausgang des Demodulators im Frequenzintervall | f| < W fiir
PM und FM ist in Abb. 5.15 zu sehen. Es ist interessant, dass PM ein flaches und FM ein
parabolisches Leistungsspektrum hat. Deswegen macht sich die Wirkung des Rauschens
in FM fiir hohe Frequenzanteile mehr als filir niedrige Frequenzanteile bemerkbar. Die
Rauschleistung am Ausgang des Tiefpassfilters ist jene im Frequenzbereich [W, +W1.
Daher wird sie gegeben durch

+Ww
Pn(, = / Sno(f) df
-w

+W N
f W Ag PM

JhY 25 bdf. FM

Wi M
= ¢ 5.3.18)
2NgW3 FM (
342 >

Nun kann Gleichung (5.3.6) benutzt werden, um den SNR am Ausgang in der Winkel-
modulation zu bestimmen. Zunéchst ist die Signalleistung am Ausgang

k% Py, PM
P, =

(5.3.19)
k%PM, FM
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